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PREFAȚA 

Scopul, formulat la modul cel mai general, a! geometriei de vlasa a 
Vil-a este de a învăţa pe elevi să „stăpinească planul“ din punct de vedere 
caleulatorie (cap. I) și, pe două exemple importante — aria şi suprapunerea 
să-i familiarizeze cu modelarea matematică a unor noţiuni apărute pe cale 
intuitivă (cap. 2 şi 3). 

Prin „stăpinirea planului“ înţelegem posibilitatea de a calcula lungi- 
mile segmentelor şi măsurile unghiurilor ce apar în diferite construcții geo- 
metrice, cunoscind pe cele ale elementelor geometrice inițiale. Aceasta permite 
realizarea de numeroase aplicații practice; în manual sint prezentate citeva. 
În acest mod se explică și originea numelui acestei discipline: măsurarea 
pămintului. 

Scopul capitolului 1 îl considerăm atins în paragraful „Rezolvarea triun- 
ghiurilor oarecare“ în care se rezolvă cele trei probleme puse în manualul de 
clasa a VI-a la lecţia despre construirea triunghiurilor. 

Cele mai importante paragrafe din capitolul I sint „Relaţii metrice în 
triunghiul dreptunghic“ şi „Sinusul și cosinusul unui unghi“; recomandăm 
să se insiste pe problemele din aceste paragrafe. 

Am prezentat o demonstraţie a teoremei lui Pitagora ce nu trece prin 
teorema catetei; considerăm însă tot atit de judicioasă demonstrarea ei cu 
ajutorul teoremei catetei, expusă și în carte. 

Pentru ca elevii să nu rămină cu impresia că geometria, în dezvoltarea 
ei, se subsumează unor scopuri caleulatorii, am dat, cu caracter facultativ, 
materialul din paragraful „Citeva teoreme în plus“, însoţit de o listă de pro- 
bleme. Aceleiași idei îi servesc şi problemele de la „Puterea punctului. 

Prin scopul urmărit, capitolul I are contingențe cu algebra. Una din 
ele este demonstraţia teoremei lui Thales pentru rapoarte iraționale. Pe de 
altă parte, rezolvarea, problemelor cu date literale reclamă cunoştinţe de 
calcul algebric, uneori o experienţă ce poate depăși pe cea a elevilor din clasa 
a VIl-a. De aceea ne-am mărginit, spre sfirsitul capitolului 4, la probleme cu 
date numerice. Evident că se poate încerca rezolvarea unora din ele cu date 
literale... 

Capitolul 2, despre arii, l-am prezentat puţin altfel decit de obicei 
Prin aceasta am evitat întîlnirea cu dificultăţi dincolo de puterea. de ințele- 
vere a elevului mediu ca: „aria unui dreptunghi cu laturi iraționale“ și „deli- 
niţia ariei unui poligon oarecare“, Fără a conține demonstraţii deosebite, acest 
capitol este în întregime riguros astfel încit, de exemplu, demonstrația prin 
arii a teoremei lui Pitagora nu apare sub nici o formă drept sprijinită numai 
pe o intuiţie. 

Nu am încercat să facem riguros paragraful despre lungimea și aria 
cercului, din motive evidente. -- 
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Diiis 


În rezolvarea problemelor din capitolul despre arii intervin mereu 
cunoștințe din capitolul |. 

Problema distractivă (evident nâobligatorie, ca și paragraful de astro- 
nomie din capitolul 1 etc.) are ca scop să arate elevilor că două poligoane cu 
aceeaşi arie se pol descompune în triunghiuri respectiv congruente. 

Calculele laturilor şi apotemelor pentagoanelor şi decagoanelor sînt 
facultative; ele au drept scop numai lămurirea unor fapte expuse la orele 
de desen. ' 

Din capitolul 3 sînt în primul rind obligatorii paragrafele intitulate 
Translații şi Rotaţii. În paragraful ce le precede „Despre transformări geome- 
trice“ se arată cum această noţiune modelează matematic pe cea de „supra- 
punere“ care, deşi nu a fost descrisă anterior în manualele de Geometrie, este 
familiară elevilor de la desen, geografie ete. (copierea unei figuri). 

Evident că nu se pot urmări paragrafele despre translații şi rotații 
dacă „se sare“ materialul din capitolul 3 ce le precede. O bună parte din acest 
material este expus în stilul părţii I din Geometria de clasa a Vl-a, adică 
intuitiv. š 

Din lipsă de spaţiu, nu am onorat promisiunea din clasa a VI-a de a 
prezenta cele mai interesante demonstraţii din geometria axiomatică. 

Considerăm că o bună parte din materialul acestei cărţi, în special din 
capitolul 1, se pretează a fi predat prin rezolvare de probleme cu elevii, 
deoarece situaţiile esențialmente noi (ce este o definiție corectă, necesitatea 
ca o definiție să fie precedată de o lemă, enunţuri ce conțin drept cazuri parti- 
culare mai multe enunţuri dinainte etc.) sint mult mai rare. 


PROBLEME RECAP ITU LATIVE 
DIN MATERIA CLASEI A 6-A 


(Notăm cu asterise pe cele pe care le considerăm mai dificile) 


1. Dindu-se dreptunghiul ABCD (AB > BC) construim în interiorul 
său AEBC echilateral şi în exteriorul său triunghiul echilateral GA B. Să se 
demonstreze că GE este congruentă cu diagonala dreptunghiului. 

2, În triunghiul ABC, X A = 60°, BB! şi CC sint înălțimi (8 şi C' 
sint respectivi pe AC şi AB). Fie M ortocentrul triunghiului (punctul de inter- 
secție al înălțimilor). Demonstraţi că: i 

a) Dacă T este simetricul lui H față de AC, AH TC este echilateral, 

b) Dacă bisectoarea unghiului BHC taie cercul circumscris triunghiului 
ABC în I, si IB = IC atunci ABIH şi ACIH sint echilaterále. ” 

3. Dacă ABCD este un paralelogram şi dacă înălțimea din A pe DC 
este congruentă cu cea dusă din A pe BC, paraleloaramul este romb. 


t. Într-un patrulater convex diagonalele sînt și bisecloare. Precizaţi 
natura luil (Cu ce fel de patrulater avem de-a face). 

5. Pe laturile AB, BC. CA ale unui triunghi luăm respectiv punctele 
CA, B’. Demonstrati că perimetrul triunghiului A’ B'C' este mai mie decit 
al triunghiului A BC. ; 

6. În triunghiul ABC. unghiurile B,C. au 70°. respectiv 50°. Fie BB’, 
CC" înălţimi si BD bisectoare în triunghiul ABC. Să se determine unghiurile 
triunghiului determinat de dreptele PB", CC" BD. 

7. În triunghiul AOB din figura 0.1, care este isoscel (OA = OB). seg- 
mentele AC = CD = DB. Să se demonstreze că unghiurile, X0. 4.0». XO; 
nu pot li toate congruente intre ele. . 


0) ' 


8. Două cercuri de centre O și O’ sînt tangente exterioare în punctul A 
Fie T, T’ punctele în care o tangentă comună exterioară „atinge“ respectiv 
cercurile. Linia centrelor 00” taie a doua oară cercurile în M si M- Demon- 
strati că TMM'T' este patrulater inscriptibil. l 

9. Cercurile de centre O respectiv O’ şi de diametre AA’ și AA” au 
comune punctele A şi B (fig. 0.2) Să se demonstreze că: 

a) A’, B şi A” sint coliniare. 

b) Unghiurile triunghiurilor variabile A MN (unde M este pe cercul O 
| şi MB taie a doua oară cercul O’ în N) au măsură constantă. 


Í 
= 
Pati DA 


A ‘S 


M 


Q jos AE 


pă 


M 
10. Triunghiul A BC înscris în cercul de centru O are punctele B şi C 
fixe și A descrie „arcul mare“ BC. Să se arate că bisectioarea unghiului A 
trece printr-un punct fix. Are vreo importanţă că A des rie „arcul mare” 
| sau putem formula o problemă analogă privind „arcul mic“? 
| “11%, Dindu-se 4 puncte fixe, să se ducă prin fiecare din ele cite o dreaptă 
astfel incit ele să formeze un pătrat. 
12. În triunghiul ABC, 1 este centrul cercului înscris şi dreapta AJ 


intersectează cercul circumscris triunghiului ABC a doua oară în D. Demon- 
| strați că DI = DB = DC. 


13. Două cercuri secante de centre O gi O' (fig. 0.3) se baie în A gi B. 
Prin A şi B ducem două drepte paralele care taie a doua oară cercurile respec- 
tiv în A’ şi A”, B’ şi B”. Demonstraţi că A'B'A'B” este paralelogram. 


"14, Se da triunghiul isoscel ABC (AB = AC) şi fie AH înălțimea sa 
din A și P un punct oarecare pe baza BC; perpendiculara din P pe bază 
intilneşte dreptele AB și AC respectiv în M si N Se cere să se arate câ: 


| à 


a) triunghiul A MN este isoscel; 


b) AH = ME a Ni Să se deducă de aici că suma ME +NP este 


l 
constantă cind P circulă pe segmentul BC; 
c*) care este locul geometric al mijlocului segmentului MN. 
+15. În triunghiul ABC, A, este piciorul înălțimii. Cohoriţi din A pe 
BC şi A’, B', C' mijloacele laturilor BC, AC, AB respectiv. Să se arate că 
A'B'C'A, este un trapez isoscel. 
+16. În triunghiul ABC, H este ortocentrul şi A”, B’, C' mijloacele latu- 
rilor opuse respectiv virturilor A. B și C. Dacă Ao este mijlocul segmentului 
HA, să se demonstreze că: 
a) 37 ACA = 90%; 
b) patrulaterul A'B'A30 “este inseriptibil, 
“17%. Cercul celor 9 puncte (cercul lui Euler) 
` Folosind problemele 15 şi 16 să se demonstreze că: 

Într-un triunghi, picroarele înălțimilor, mijloacele laturilor și mijloacele 
segmentelor determinate de ortocentru în virturi sint concielice (pe un acelaşi 
cere), 

$ 18. Dacă într-un triunghi ABC, X B = 60°, AB = 2BC, demonstraţi 
că triunghiul este dreptunghic. 

<19%, Pe latura AB a triunghiului echilatera! ABC se ia E astfel încit 
2BE = EA. La tel pe latura AC se ia D astfel încit DE = 24D. Demonatrați 
că X AFC = 90 unde F este punctul de intilnire a segmentelor BD cu EC. 

Æ Ə. Să se construiască un triunghi cunoseind două laturi și înălțimea 
corespunzătoare laturii a treia. 

Pol, În figura 0.4 ABCD este înscris în cercul dat, AF = AD, 
AEIBC. CF = CD. CF | AB. Demonstrati că DF |. DE 


É Construiti un triunghi ABC în care se cunosc latura BC, unghiul 
A și înălțimea BB’. 


€37. Să se construiască triunghiul A BC în care se cunosce latura BC, 


mediana AM și unghiul A. Discuţie, . 


w 


— 


Pe laturile triunghiului A BC se construiesc: „în afară“ 3 triunghiuri 
echilaterale A'B0, B'AC, C'AB. Demonstraţi că: 
) BB’ = CC = AA; 

b) cercurile circumscrise celor 3 triunghiuri echilaterale au un punct 
comun. 

25%. Să se construiască triunghiul ABC in care se cunosc latura BC 
şi medianele: RB’ şi CC. 

26%, În triunghiul ABC se cunosc latura BC, înălțimile BB şi CC. 
Să se construiască trhmghiul. sa 

27. Să se construiască un triunghi cunoscind două laturi şi mediana 
laturii a treia. 

28*. Să se construiască un- triunghi ABC cind se cunosc înălţimea, 
bisectoarea şi mediana care pornesc din A (luate ca segmente). 

29™. Două cercuri (0) şi 40) sint tangente exterioare intr-un, punct A. 
Fie TT’ una din tangentele comune exterioare gi M, M' intersecțiile celor 
două cercuri cu o dreaptă variabilă ce trece prin A. SĂ se afle locul geometric 
al punctului P de mterseche a lui M7 cu MT. 

30. Să se construiască un triunghi ABC în care se cunosc înălțimile 
RR, latura BC şi Oscentrul cercului circumscris lui ABC, 

31. Dindu-se trèi semidrepte OX, OY şi OZ (OZ interioară unghiului 
XOY) fie M cu punet pe OZ. Să se ducă prin M o dreaptă care să intersecteze 
OX în Aşi OY în Æ, astfel incit M să lie mijlocul segmentulni A B. 

32. Pe cercul de centru O circumscris triunghiului echilateral A BC se 
ia pe arcul mic BC punctul variabil AM. Bisectoarea unghiului BMC taie 
coarda BC în P. Din P ducem PO | MB şi PS MC. (0e MB, SEMC). 

a). Demonstrați că A WQS este echilateral; 

b) Demonstrati că M, P, A sint coliniare. 
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CAPITOLUL 1 


RELAŢII METRICE 


INTRODUCERE 


În acest manual vom prezenta, ca și în cel din clasa a 6-a, teoreme de 
geometrie plană. Stilul va fi același, 

in acest capitol urmărim să demonstrăm teoreme pe baza cărora să 
putem calcula segmente şi unghiuri ce apar în diferite construcții geometrice. 
Astfel ni se va deschide gi perspectiva, de exemplu, de a demonstra congru- 
ența a două segmente calculind lun 


imile lor şi constatind că sint egale. 
Bineinţeles că, din cauza scopului deseris. mai sus, vor Îi multe probleme în 


care concluzia va li „incompletă“, de tipul „A B=...“ (ìn care în loc de punctele 
de suspensie urmează să punem, abia la sfirsitul sau în cursul ralionamen- 
tului, expresia corespunzătoare). 


TEOREMA LUI THALES 


O paralelă la una din laturile unui triunghi determină pe eeietalte două 
laturi segmente proporţionale. 


_ 


Ipoteză: Concluzie: 


s Ta í AD AL 
DE || BC seS = 
Ab AC 
Demonstrația o vom tace deocamdată, in acest paragraf, numai în cazul 
cind unul din cele două rapoarte este un număr raţional, 


= 


„N a III ga Pa 


Să presupunem, de ex stie AD 2 SA ärți 
f punem, de exemplu, că aT Să impärțim segmentul 42 
7 părți congruente pri tele Ic fi 
E Și Bonn ir cae Du, DasuisDg. Vom avea deci AD, = 
BC: E K Sa ii Să ducem prin punctele D,...., D paralele la 
; e] ăia latura AC respectiv în E... Es. Deci, în figura I.2, vom avea 


D,E, || Data ||... DoE; || BC. 


ug 


Aplicind teorema asupra liniei mijlocii î i i i j 
, l ) supra liniei mijlocii în triunghiul ADE. 

în trapezele D,E E,D; D,EE DEED DECR oboi 4 

113D, DoE3f4D-- DE ;EDe, DECH : 7 

= EEs Z až E;Eg = EC. € oan DaletoDa DESC B, obținem AE, = 

Să observăm acum că A TAD 

AB 7 AB? 

Deducem acum că E = E, şi, în sfirșit, este vizibil că AE 


r: 


deci AD, = AD, adică D = D, 
2 
Fi 


Observaţia 1. La fel se dovedeşte că, în notațiile fig. 1,2. avem PE = EC 


Pa E nae ED A AC 
Împărțind relația din concluzia teoremei cu cea scrisă aici, obținem si 42 = AP 
i S ro 


Deci, oricum. d 6 ULU 1 e ă segmente 
Sc conc 
n al rle i luzia te reme ul Fhales (det PINI D 
p opor tio ale), obtinem un enunţ adey ărat, 


Observaţie. 2. Lungimea unui segment depinde de unitatea de măsură 


Ajeeiă pantag seomente,in schimb citu! lungimilor a două segmente nu de 
) n Acest cit s y x af EN SO EOFS i 
ap So cit se numește, după cum s-a învățat la Aritmetică, şi raportul 
l; ngimilor celor două segmente“. Este unul din primele locuri în care noţiunea 
e raport, „spune ceva“ în Matematică. TOPTAN 
; Problemă rezolvată 1.Fie D un punct pe latura AB a unui triunghi ; 
in care AB = 5 cm, BE = Sem şi AC = 10 cm (fig. | 3) Se şti dei RE 
Ee i : i i i >m ng. 1.9). SUE ca — 
2 cm. Prin D ducem o paralelă la BC care taie AC în. Æ Să se e ii 
lungimile segmentelor AE, EC. a să alia sa 
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Ipoteza: Concluzia: 


AB =5, BC =8, AC =10, AD=2 / 
DE || BC 


Rezolvare. Triunghiul despre care este vorba există deoarece 8 — 


E: aS AADAT yi , AD_AE 2 AE 
— 5 <40 <8 +5. Teorema lui Thales dă ip a 0 3 TA 
apoi EC = AC — AÈ = 6. Deci, concluzia 


de unde obţinem AFE-= 4 și 
completă este: AF = 4, EC = 6. 
AE 


TR ; : rm a AD e 
Observaţie. Dacă scriam teorema lui Thales sub forma a 7h atunci, 


% 4 A 4 
= —” şi, rezolvind ecuația 


notind AE = z, deci EC = 10 — v, obținem ioa 


w |s 


t = 4 ete, 
Problemă rezolvată 2. Pe laturile unui unghi cu virful în O se dau puni- 
tele A, B respectiv C, D (fig. I.4). Să se precizeze poziţia” punctului JM de 


d e Aa f : MA 
intersecţie a dreptelor AC şi BD caleulind raportul ai 
IVI U 


utea aplica teorema lui Thales, să ducem prin A 


Rezolvare. Pentru a p | 
l in care ea intersectează pe OC 


paralela la BD şi să notăm cu X punctu 
(AX BD) (tig. 1.5). 


Fig. L5 
D „bi DEM S MA EI a 
Teorema lui Thales in A CXA, „tăiat“ de DM, dă P Lungimea 
> încă necunosculă, dar teorema lui Thales în A 0BD 


segmentului DX este 
tăiat de AX dă DX _ PA Acum este uşor de obținut concluzia doritā (ipoteza 
DO BO 
cica „MA _ DO BA 
fiind formată din ligura 1.4): 76 DC BO 
SSI H See 


* Aceasta este tot o demon 


strație, dar nu „demonstrăm“ ci „rezolvăm“ o problemă, 


1i 


[i 
| 


į! 
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1. Probleme 


RR e OR O 
l. in interiorul unui segment AB de lungime 55 um se consideră 


AC 5 
un punet C astfel « =>., Să se determine Kiiri 
| i ci rate Să se determine lungimile segmentèlor 


AC su Gib 
Aceeaşi problemă ca la 1, cu singura deosebire că se presupune C 
situat pe dreapta AB dar nu în interiorul seameutului AB. 
Unde rezultă C: de aceeaşi parte a lui A ca și B sau de cealaltă 
parle? 


3. Se dau trei puncte coliniare A, B, C, astfel incit C este situat 
intre A și B. Să se exprime liecare din rapoartele z = CA y cA 
: la SE 
í GB” AB 
RI 22 funcție de fiecare din celelalte două. 
4. Dacă A, B, C, D sint coliniare, dacă C şi D sint situate intre A 
și B şi dacă CĂ DA ă se demonst 
ŞI DA — = — , Să se demonstreze că C = 
§ 2p. DR reze că ( D. 


o adi nrahla K tt a a - A 
Aceeaşi problemă ca la 4, însă presupunind că nici C nici D nu 
este situat între A gi B (cele 4 punete continuind a fi presupuse coli- 
niare). 
„6 Frei drepte paralele determină pe două secante segmente propor- 
tionale. 

7. Enuuţaţi cazuri particulare ale teoremei lui Thales: si ale teore- 
mei din problems 6 (amintiți-vă teoreme sau chiar exerciţii de anul 

z A A Y 7 ci 
trecut!) 

> RA ` ~ i 7 ti x a - > RTT 

8. Care este reciproca teoremei lui Thales? Este ea adevăraţă? 

1 PA F an NI i P A i 7 

9. Fie M şi N puncte pe laturile 4B, AC ale unui triunghi astlel 

EE AM g } ; 
ca MN | BC. Dacă — =, să se calculeze 
AB e N N 

10. Demonstraţi teorema lui Thales in cazul in care punctele D 
și £ nu se află în interioarele segmentelor AB, AC: deosebiti cazul în 
care ele se aflā pe semidreptele | AB, AC și cazul în cure ele se allă pe 
prelungirile acestor semidrepte, 

11. Scrieţi o` demonstraţie sa teoremei lui Thales. considerind 
ADI a F OLAF 
— n Care pp ȘI. SU i “ale < rd ye PE H4 
TR = i RE siol naturale, Los m < n (deci fără a particu- 
lariza pe m şi n). 

Fiind date trei segment , W, să se cc taseð 
date tre: segmente u, v, w, să se construiască un-sesment 
EY particular 6 f 
— . Gaz particular y = 0 cm, ù = t0 ce j = 15 ón 
e a c I0 cm, œ = 415 em, 

s pa AER op, A . N 

13. (Întrebare). Puteţi folosi teorema lui Thales pentru a construi 
un segment w = Yuv, u şi v fiind segmente date? 


> astfel ca v = 


I4. Se consideră trei drepte Os., Oy, Oz. punctele 4, 4, pe Ox şi 
punctele B pe Oy şi C pe Oz. Paralela prin A, la AP taie Oy in B, iar 
paralela la BC prin B, taie Oz in C. Să se demonstreze că C.A, || CA. 


s 


15. Se consideră un punct D peslatura BC a triunghiului ABC. 
Paralela prin D la AB taie AC în E, paralela la BC prin Æ taie AB 
în F ete. Să se arate că după un anumit număr de astfel de constructii 
„ne intoarcem“ în D. Care este acel număr? 

.16. Cum trebuie ales D din problema 15, pentru ca întoarcerea in 
D să aibă loc după un număr mai mic de construcții decit în cazul gene- 
ral? Ç Care este acel nou număr? 

17. Fie D punctul în care bisectoarea unghiului A al unui triunghi 
intersectează latura opusă BC. Să se demonstreze că pe = E, Aceeași 
problemă pentru „bisectoarea exterioară“... . 

18. Scrieţi rezolvarea problemei rezolvate 2 în cazul în care C este 
între O şi D. Ce constalaţi cu privire la rezultat? ` 

19. Pe dreapta Ox se consideră punctele A, B, C, iar pe dreapta 
Oy punctele A', B', C'. Dacă AB |BA' şi BC’ ||CB', să se demon- 
streze că AC! || CA. i 

20. Daţi un exemplu de proporție în care un Lermen să fie număr 

intreg, iar toți ceilalți trei să lie numere iraționale. 


TEOREMA LUI THALES ÎN CAZUL 
RAPOARTELOR REALE OARECARE 


Înainte de a demonstra teorema în acest caz, să amintim citeva fapte 


relativ la numerele reale. 


una 


a) Fiind date două numere reale æ şi b, este adevărată una şi numai 
din relațiile e < b, a=b,b=<a. 
Cu alte cuvinte, < este o relaţie de ordine totală pe mulțimea numere- 


lor reale. 


b) Fiind date două numere reale a şi b, aşa incit a < b, există un număr 


rațional r astfel ca a <r <b (evident, r nu este uni€, deoarece, conform 


aceleiaşi proprietăţi, va exista şi un număr raţional s cu proprietatea 4 < 


a 


<s <r, decis <b etc.). 


Exempliľicăm această ini belea astfel. Dacă a = 2,738... şi b = 3,069... 


putem lua r = 2,9; dacă d = 2,839997... şi b = 2,8400002... putem lua r = 
= 2,839998. 


c) Dacă avem două numere reale a şi b așa incit, pentru r raţional, 


este adevărat că (r < 4) «— (r <b) atunci a = b. 


Aceasta este o consecinţă a proprietăților a), b). Într-adevăr, dacă, de 


exemplu, am avea a < b, atunci alegem un r rațional cu proprietatea a < 


<r 


< b şi avem r < b adevărat dar r < a fals, deci «— ar fi neadevärată, 


contrar ipotezei. 


13 


-ae 


Putem trece acum la demonstratia teoremei luu Thales în cazul general 
(bazindu-se pe valabilitatea ace stei teoreme in cazul ciud unul din rapoartele 
ce apar este raţional). 


as ` , Si AD y = ia; 
Fie r un număr rațional astiei ca r.< £=, deci r- AB < AD. Să con- 


Ah 


struim un punct D' situat în interiorul segmentului AD, (fig. 1.6), astfel incit 


AD = r: AB. Paralela prin D’ la BC va tăia AC într-un punct Æ’ situat in 
A segmertajui AE. Conform teoremei lui Thales pentru raport rațio- 
AER AE 
nal, vom avea S% = r, deci r < 2, 
AC AC 
AD „LE ) 
Am arătat astfel că, pentru r r raţional avem (r < J -> [r E Ni 
AB AC 
p Gi i ; : - AE ) AD 
La fel se arată că pentru r rational avem [r = £) = (r zZ al 


Pe baza proprietății c) de mai sus, teorema lui Thales este complet 
demonstrată. 


_Obserpaţie. Vom vedea în cele ce urmează că, electuind construcţii 
geometrice asupra unor segmente cu lungimi raţionale (chiar întregi). obtinem 
foarte uşor segmente de lungimi iraționale. De exemplu, lungimea diagonalei 
unui pătrat de latură 1 este un număr irațional. De aceea este important să 
ştim că teorema lui Thales este adevărată în cazul cind rapoartele ce apar în 
ea sînt numere reale oarecare. 


TEOREMA FUNDAMENTALĂ 
A ASEMĂNĂRII* 


Teorema. O paralelă la una din laturile unui triunghi formează cu 
celelalte laturi un alt triunghi care are toate unghiurile respectiv congruente 
şi toate laturile respectiv proporționale cu ale celui inițial. 

Deci în triunghiul ABC ducem PO paralelă à cu BC(P € AB), (QEA). 
notațiile fiind cele dinfigura 1.7. 3 


* Această formulare iși va găsi semnificația mai tirziu 


Fig. I.7 
ALE Nc | 
Ipoteza e sau 
BC i) XA 2% 4, 2) X P= X Bu 3) X UE X Ca 
PQ || BC Sa A ab “O “po 
i Ab AO BO 
Demonstrație 


Relaţia 1) este evidentă. Congruenţele 2), 3), se veleră la unghiuri cores- 
pondente. Prima: proporție din 4), rezultă direct din teorema lui Thales. 


Rămine de demonstrat că Ade = 29 . Pentru aceasta ducem 07 || AB(T EBC), 


AU DU 


(fig. 1.8). Se formează asttel pe de o parte paralelogramul POTB și deci 
ND l: 


Fig. L8 


PQ = BT, pe de altă parte se poate aplica teorema lui Thales (QT ||AB) și 
A - În ultima proporţie înlocuind pe BT cu PQ, obținem 


d. C EG 

şi ultima relație dutadi ri 

Observaţie. Putem să considerăm că paralela PQ întilnește prelungirile 
laturilor triunghiului ABC; demonstrația rămîne în esență aceeaşi. 


Q_P 
i 


se obţine: 


Problemă rezolvată. Se consideră un trapez QOABM, de baze OM = b şi: 


AB — c; în care OA = a. Se alege un punet X pe dreapta OA; paralela prin 
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ud | 
t 
' X la baze taie WB in Y. Presupunind c >b, să se exprime lungimea y a 
segmentului XY in funcţie de lungimea z a segmentului OX. 
) 
4 
Fig. 1.10 i 
| 
] 
h 
Ipoteza k 
f EAS 9 
| OMIXY IAB f 
0A = g 0M=b, AB a 
OX =w XY =y: 
Rezolvare. Va trebui sà deosebim mai multe cazuri, după poziția lui : 
X pe dreapta OA. i 
Cazul 1 (ñg. 1.40): X se află intre O şi A. > ŞI 
In toate cazurile vom duce prin O o paralelă la BM şi vom nota cu D i 
| intersecţia sa cu AB iar cu Z intersecția sa cu XY. Din pa'alelogramele | 
OMYZ, OMBD deducem că YZ = BD = bh. Cum b <e, rezultă că punctul i Hy 
D, care va fi acelaşi în toate cazurile ce le vom debsebi, este situat între A 
și: Pie SĂ aa ha : 
| Teorema fundamentală a asemănării în AQAD tăiat de XZ dă Ž = 
a i 
| XZ : $ pna $ pg 
| = a Această coneluzie este valabilă în toate cazurile, dacă ținem seamă 
| (0 
de observaţia de după teorema fundamentală a asemănării, ' 
4 $ Sur PI >» g — b | 
În cazul 1, Z va fi intre X şi Y, deci Ž =” zı în acest caz vezul- 
a C — Li 
E, 
| tatul este y = b + E p, 3 
| a 
| Cazul 2: A se allă între O şi X i 
4 
B 
| 
f 
E i j 
| 
Fi | 
| T 


ì 
corespunde tot situaţiei „Z între X și Y“, deci raționamentul si rezultatul sint 
aceleaşi ca şi în cazul 4. 


Cazul 3: X se află între O si intersectia C a dveptelor 01. MB, 


Fig. | 


X 
ap 


În acest caz X se află între F şi Z, deoi XZ = b ~ y şi obţine £ = 


a 
ETA pd 
=" iar rezultatul este ea A e o, 
e—b x a 
ă = 4 OC b e 3 j 
Alegind X = C obţinem —— = ——, deci OC = a „ ceea ce ne per- 
ø C = 0 i [ii sa 
mite să descriem cazul 3 şi astfel: O între A şi X, z < -Z-. 
c—b 


Cazul 4: O iute A şi X., g > ab feu alte cuvinte C intre O si X). 
) 


{ 


i Hā j l gj 2 d, g b x 
În acest caz Y se află intre X şi Z, deci XZ = y +b, & =? = To 
a é m b 
rezultatul este y = o T, 
a 


Observaţie. Dacă am conveni să considerăm pe x cu semnul +“ cind 
X este „la dreapta“ lui O şi cu semnul — cînd X este la stinga lui O, pe y cu 
semnul + cind Y se află în semiplanul „de deasupra“ lui OA și cu semnul — 
cind Y se află în cel de dedesubt, atunci rezultatul din cazul 4 ar fi valabil 
in toate celelalte cazuri. : 

Această observatie ne arată că se apropie momentul cind vom învăța 
să considerăm si „lungimi negative“. 


2 -= 17 


3, Probleme : ; TAA: i DEE a 
Pa r e 
(LL l RE Ap e Per reper eee + 


D de intersectie a diagonalelor unui trapez, se duce 
o paralelă la baze. Ea intersectează laturile neparalele in M şi N. 
Demonstraţi că P este mijlocul segme mbului MN. | 
9, Să se demonstreze că dacă paralela JMN la bazele AD și BC ale 


na trapez | (M E€ AB, N&DC) taie diagonulele BD in T şi AC in S, 


atunci MT = SN. TES 5 ger 
A Într-un triunghi ABC orice segment PO || BC (P E AB, Q E AC), 
este împărțit de mediana AM (M fiind mijlocul segmentului BC). în 


JA Pi iu punct ul 


două segmente congruente ' 
4.) Să se construiască o paralelă la bazele unui trapez oarecare care 
ă fie împărţită de diagonale in trei parii congruente. 
5. În figura alăturată AD = e şi BC = b sint două segmente para. 
te paralel cu AD. 
lele. DB şi AC se taie în P. Segmentul PO este paralel 


D 


n 


Fig. 1.44 


[SR 


AQ 8 


Să se exprime PỌ în funcţie de æ şi b. K 

6. Două cercuri tangente exterioare au razele R şi r (tig. I u 
Tangenta lor comună exterioră TT’ întilneşte linia centrelor OO’ în S. 
Să se calculeze segmentul 0'S în funo ție de R şir. 
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Tón triunghi ABC are latur ile AB = 9 cm, BC = 15 cm şi AC = 
= 18 em. Še ia pe latura AB un punct D astfel ca AD = 6 cm; para- 
lela prin D la BC taie AC in E. Să se calculeze lungimile laturilor SPAL 

lui ADE. 
prin neparalele BC, AD ale unui trapez ABCD se intersec: 
tează in M. Să se calculeze lungimile segmentelor MA, MB, MC, MD 
în funcție de laturile trapezului (se va presupune că baza mare: este 
AB. Aplicaţii numerice: a) AB = 204 em, BC = 6 om, CD = dle om; 
DA = 8 cm, b) AB = 20 cm, BC = 3 om, CD = 15. om, DA = 9 tm: 


Diagonalele unui trapez ABCD de baze 4B. CD se intersectează 


in „N. Să se calculeze, în funcție de lungimile bazelor si Hagonalolor 


trapezului, lungimile segmentelor. NA, NB. NC. ND. Aplicatii: nume- 
rice: AB = 20 om, CD. 40 où, AC = A cm. BD = 12 em, b) AB 
S 20 cm, CD = 10 cm, AC = 15 om, BD = 9 em. 

2 Obsert vaţie. Cu cunoştinţele de pină acum. nu putem calcula lurig- 
mile diagonalelor unui trapez, cunoscind laturile sale. Vom ajunge să 
rezolvăm. o astfel de problemă la pag. 53. Din acest motiv nu putem 
unifica problemele §, 9 într-una singură. 

"10, Se consideră o dreaptă d și pe eu punctele Ag. di. Aa, . aga 
incit Ag = AA = = can, Se duc perpendiculărele do y aa. 
pe d punctele Ap. Au. Asu. 

a. Se consideră punctele B, și C, pe æ, și punctele Bo, Co pe ta 
tate în acèlagi semiplan dcbeiimat de d. astfel ca AB, = 2 em. AC, 
= 7 em. ABa = Bem, ACs = 3 em. Să se precizeze poziţia Îthcpuliă 
W de intersectie al dreptelor B Bo, CC caleulind AN şi NM. unde 
N este pitiorul pefpendiculavei din M pe d. 

b. Aceeași problemă pentru punctul de intersecţie al dreptelor 
D,D». DD în care D, este situat pe a D, pe üz D, pe y. D pe az. 
toate in Acelasi semiplan determinat si d. iar AD, = 1 em, ADs = 
= dem, AD, = 10 em. A;D; = 3 em. ; 

II. Tangenta comună exterioară a două cercuri exterioare intilueste 
linia centrelor OO’ în M. Să se calculeze lungimile sewmentelor MO. 


AO’ în functie de razele R. r ale cercurilor şi de distanța 1 = 00" intre 


centrele lor. 

12. Aceeaşi aval di ai ca la 14 dar pentru tangenta comună inte- 
rioară, ; 
13. Aceeasi problemă ca la II dar pentru cercuri secante. i 
14. Se consideră un cere fix de centru O și un punci fix A. Se în 


un punct M pe acel cere si se coùsideră un punct N pe semidreapta AJ. 


e pa AN A . as Oe 
astfel ca ei, k. Gare este locul geometrie al lui N cind M parcurge 


cercul dat. Æ răminind si el fix. 

15. Aceeași problemă ca la 14, insă alegind N pe dreapta AJM astel 
ca A să fie între Msi N. 
_16, Se consideră două cercuri neconcentrice. de vaze neegala 
a) Găsiţi un punct A şi un număr le astfel incit locul geometrie clin 
problema 14. relativ la unul din cercuri la A sì la w. să lie tocmai celà- 
lalt cere. 


b) Aceeasi problemă in ceea ce priveste locul geomëtrie din problema 

15. 
c) Ce se intimplă dacă razele cercurilor ar fi egale? 

d) În cazurile în care cercurile ar fi exterioare, tangente exterioare, 

precizați poziția punctelor de la 4 ii b. iar in cazurile in care cercurile 

at fi secante, tangente interioare, precizați poziția punctului de la a). 


e 
Les] 


“încă figurat). 


i 


atrulater convex ABCD și un punct M inte- 
la prin M la AB taie BC în N, iar paralela 

P y AEN i MP i 
prin M la CD taie AD în P. Să se demonstreze că-— + gp 


18. În paralelogramul ABCD unim A cu mijlocul A şi B cu 
că i ă “ta se taie în X. Care este valoarea rapor- 
mijlocul lui CD; cele două drepte se taie în X. Gar 


tului XA mde M este mijlocul lui BC? 
lui S 


17. Se consideră un p 
rior segmentului AC. Parale 


ctelor din interiorul unui unghi nealungit, 
lor la laturile unghiului este egal cu un 
u originea în virful unghiului. 


19. Locul geometric al pun 
pentru care raportul distanțe 
număr dat, este o semidreaptă ¢ 
Problema 44 ne permite să analizăm ceva mai de aproape 
de Soare. Ştiţi desigur că o eclipsă de Soare are loc în 
ele şi Luna sint coliniare, iar Luna se află 


Aplicaţie. 
fenomenul eclipselor 
situația în care Pămintul, Soar 
între Pămint şi Soare (fig. 1.16). 3 


7 Ho. ig Fig 1.46 
Lună Pâmint 


suucte, aşa incit pentru a înțelege mai 
a 1.47 (unde Pămintul n-a fost 


Aceste corpuri cereşti nu sint | 
abil să privim figur 


bine fenomenul este prefer 


i f a ` Pi - el 
Eclipsa de Soare are loc pentru orice observator plasat în una din cele 
farş 9 y ă |: 01 ï: 
trei zone, însă ceea ce vede el pe cer diferă de la zonă la zonă 
) ' 


zona neagră zona hașurată zona punctată 


yl? SLAP) 
ESN fr > “A 
æ E d A 
= 5% 
= Oare fig, iag 
SA A 
Pa pa AI | 


> Za 
FIŢI 
eclipsă totală eclipsă parțială eclipsă inelară 

Întrebarea care se pune este: de pe Pămînt vedem eclipsa totală sau 


inelară? Adică: este distanța de la Lună la punctul M din figura 1.47 mai 
in ? : istanț P Ei 
mare sau mai mică decit distanţa de la Lună la Pămint:? 
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Rezalrarea problemei (1 de la pagina 19 ne permite să calculăm distanța 
de la Lună la punctul M prim formula Pai unde XR este raza Soarelui, r este 
raza Lunii, iar d este distanța intre Soare şi Lună în situația corespuuză- 
toare eclipsei, deci diferenţa dintre distanţa de la Soare la Pămint şi distanța 
de la Pămînt la Lună. “ 

Datele nunierice astronomice sint raza Soarelui = 695 300 km. raza 
Lunii = 4 738 km. distanta  Pămint-Soare = 149 450009 km, distanta 
Pămint-Lună = 354 000 km. Efectutnd calculele conform lormulei de mai 
sus. obtinem penbro distanţa de la Lună la punetul P o valoare de aproxima- 
biv 373 000 km. 

Valoarea obținută este foarte apropiată de distanța Pămint-Lună; nu 
trebuie deci să ne grăbim cu coneluzia, deoarece datele numerice de mai sus 
sint „medii“: Pămintul_se mişcă în jurul Soarelui, și Luna în jurul Pămintu- 
lui nu pe cercuri, ei pe „elipse“ şi distanţele de mai sus variază. Calculele de 
mai sus sint cel mai mult. influențate de variațiile distanţei Lună-Pămint, 
distanţă ce poate lua valori intre 356 000 și 407 000 km. 

Concluzia este deci: de pe Pămint se pot observa şi eclipse totale şi 
eclipse inelare de Soare. Cum punctul AM este totdeauna aproape de Pămini 
cînd are loc o astfel de eclipsă. rezultă că zona de pe Pămint din care putem 
obsekva. la un moment dat o eclipsă de Soare totală sau inelară este foarte 
mică in comparatie cu intreg Pămivtul. Într-un punct dat de pe pămint, 
eclipsele de Soare totale sau inelare se pol obevva in medie o dată la 400 ani. 


Ultima astfel de eclipsă vizibilă de pe testoriul ţări voastre (de tapt — numai 
din sudul țării) a fost eclipsa totală din 15 februarie 1961: manātoarea, de 
asemenea totală. va aves loc în UI august 1999. N 


TRIUNGHIURI ASEMEN 
CAZURILE DE A 


IA. 
MĂNARE 


Faptul pus in evidență in teorema fundamentală a asemănări ne con- 
duce la următoarea: 


Definiție; Fie 4. B. C trei puncte necoliniare şi A^, B', C alte 
trei puncte necoliuiare. Spunem că A ABC ~ A A'B'C (gi eitim aceasta: 
triunghiul ABC este asemenea cu triunhiul A'B'C^ dacă & A = g% A’, 
BEZERRA 0 = 30 și AB. za BC aL Are 
AB BC CA 

Cu alte cuvinte. două trimngehiuri se numesc asemenea dacă au unghid- 
rile respectiv congruente şi laturile respective proporţionale. Ă 


* Valoarea comună a acestor rapoarte se numeşte „raportul de asemănare” al tii- 
unghiurilor, 2 


“Care sint exemplele de triunghiuri asemenea) Să observăm intti că două 
triunghiuri congruente sint asemenea; dar nu pentru a considera astfel de 
exemple am introdus definitia. Teorema fundamentală a asemănării ne arată 


un mod de a construi un triunghi asemene 
gruent cu acesta. 

Observaţie. La notiunea de asemănare a triunghiurilor se ajunge şi pe 
cale intuitivă, considerind două desene, al doilea (fig. 1.20) fiind obtinut 
„mărind“ pe primul (fig. 1.19). 


a cu un triunghi dat, dar necon- 


si Fig. 1.20. 


Ele „seamănă“, dar nu pot fi tăcute să coincidă prin suprapunere. Un 
segment din primul desen nu este congruent cu segmentul corespunzător din 
al doilea, însă raportul lungimilor lor este acelaşi pentru toate segmentele 
ce le putem considera în modul de mai sus în cele două desene. Unghiul a 
două direcţii din primul desen este congruent cu unghiul corespunzător din 
cel de-al doilea (aceasta şi dă senzaţia de asemănare). Considerind cea mai 
simplă tigură-triunghiul- ajungem la definiția de mai sus. 

La tel putem să gindium privind două hărtă ale aceleiaşi regiuni făcute 
la scări diferite. ; 

Există trei teoreme ce se numesc cazuri de asemăna! 

joage cu cele trei cazuri de congruenţă. Înainte de 
să observăm că dacă A ABC ~A A'B'C' KA, 
atunci A ABC ~ A A“B'C”, cu alte cuvinte un 
triunghi dat este asemenea cu orice triunghi con- 


'e ale triunghiurilor, 
ale căror enunțuri sint anal 
a le enunța şi demonstra, 
AA LG A BCE, 
triunghi asemenea cu un 


gruent cu triunghiul dat. i 
Cazul 4 de asemănare. Două triunghiuri ce au un unghi congruent și. 


aiurile ce-l formează proportionale sini asemenea (tig. 1.21). 


A : 


A 
E A 
"m B Fig. [i 


bs 
= 


Ipoteza Concluzia 
AXA, E s4 A ABC AAA: 


BEY 5) Ja asam ăia F M ' . - GH 3 . 
Cazul 2 de asemănare. Douğ triunghiuri ce au două unghiuri tespectw 


congruente sini asemeneu (tg. 1.22; 


Ipotez 
yi Ef , 3 Bă p Concluzia 
R A ABC ~ A ABC 


T Cazul 3 de asemănare, Doud trinnghinri ce au cele trei laturi propor- 
tionale sînt. asemenea (fig. 1.23). ; 


A ' 


Fig. 1.23 


B 


S { pa adi Concluzia 
- A ABC ~ AA'BC. 


Demonstraţiile celor. trei leoreme au o parte comună, Anume. 
Considerăm pe semidreapta AB un punct B, astlel ca AD, = AB, 


ducem prin B, paralela la BC şi notăm cu C, intersecţia ei en AC (fi. 1.24). 


Conform teoremei fundamentale a asemănări avem A ABC ~ AA BC. 
Deci XB ABC, AB = BO AC, 
AN AB BC AC 
i aE demonstrat că AA B,C; =A A'B'C (şi observația dinam- 
éa enunţurilor va incheia demonstraţia). Aceasta se va face in mod diferit 
pentru fiecare din cele trei teoreme, folosind cazul de congruență corespunzător 


| 


a e e 


„S e E — Sti 


p = 


Li 4 p A’ Lă y ; 3 
Cazul 1. Din Ae M UTE şi A'B'=AB, deducem 


AB 40: AB 740 
AC, = A'C" şi cazul 1 de congruență arată că A ABC, A ARC 
Cazul 2. Din X BE XAB C X BX B' deducem că XA BC, = 
= XB' şi cazul 2 de congruență arată acum că AAB,C A A'B'C'. 
Cazul 3. Din ALE ay ia ne Ai 5 AB EU GA şi AB, = 
AB BC AQ AB BC CA 
= A'B' deducem B,C, = B'C' și AC, = A'C' şi cazul 3 de congruență arată 
că A ABC = AA'B'C', qed. 
Credem că după parcurgerea acestui paragra! este clar de ce jteorema 
de la pag. 14 a fost numită „teorema fundamentală a asemănării”, 
Observalie, Relaţia de asemănare intre două Iriunghiuri are următoarele 


proprietăți: 
a. Este reflexivă; adică orice triunghi este asemenea cu el însuşi, 
b. Este simetricä; adică dacă un triunghi este asemenea cu un ul doilea 
triunghi, atunci şi al doilea triunghi este asemenea cu primul. 
c. Este tranzitivă; adică două triunghiuri asemenea cu al treilea sint 
asemenea. 
Proprietăţile a, b, c sint consecințe ale definiției, sau, mai simplu, ale 
cazului 2 de asemänare. 
3. Prob'eme S 
1. Demonstraţi că două triunghiuri echilaterale sint asemenea. 
2. Două triunghiuri dreptunghice isoscele sint asemenea. 
3. Dacă A ABC ~ A A'B'C' şi dacă D și D' sint intersecțiile lui 
BC respectiy B'C' cu bisectoarele unghiurilor din A respectiv A' atunci 
A ABD ~ A A4'B'D. 
4, Aceeaşi problemă ca la 3 pentru mediane în loc de bisectoare. 
5. Aceeași problemă pentru înălțimi. 
6. Raportul razelor cercurilor inscrise în două triunghiuri asemenea 
este egal cu raportul „din definiţia asemănării“, 
(7. Aceeaşi problemă pentru razele cercurilor circumscrise. 
8. Enunţaţi și demonstraţi o teoremă ce ar trebui să poarte numele 
de „cazul 2 de asemănare a triunghiurilor dreptunghice“. 
9. Într-un triunghi, produsul dintre o latură a sa și înălțimea cores- 
punzătoare ei este același pentru toate cele trei laturi. 
10. Într-un triunghi dreptunghic A BC se duce înălțimea AD cores- 
punzătoare ipotenuzei. Să se demonstreze că AB? = BD. BC și că 
AD? = BD- DC. i 
11. Se consideră un segment AB şi un punct M în interiorul său. 
Se construiesc, de aceeaşi parte a dreptei AB, pătratele AMNP și 


O 


z a ala : $ $ wR - 
BMDC. Să se demonstreze că E este acelagi, oricare ar fi poziția lui 


M în interiorul segmentului AB, 


12. Să se construiască un pătrat care să aibă două virfuri alăturaţe 
pe latura BC a unui triunghi, iar celelalte două vîirfuri pe cîte una din 
celelalte două laturi ale triunghiului. 

13. În figura 1.25 ABCD şi AMNP sînt pătrate, E este mijlocul lui 
BC şi Q este mijlocul lui MN. 


a. Arătaţi că PD = MB. 


b. Arătaţi că AE _AB 
rQ AM 


e. Arătaţi că A MST ~A PSA. 
14, În figura 1.26 ABC şi CDE sint triunghiuri echilaterale. 


Fig. 1.26 


Să se demonstreze că: 

a. BE = AD. 

b. A AGP m ABER * 
e: A EGN ~ A DCN. 


15. Din mijlocul D al laturii BC a unui triunghi ABC ducem per- 


pendioulare pe AB, AC; fie P respectiv Q picioarele acestor perpendicu- 


lare. Să se demonstreze că 2E 40 


DO AB 
16. Triunghiurile ABC şi MNP au XA = XM = 90", XB = 37 
3 ? cai, ? 


i pa X aa n ati Z af 
AP = 53°. Să se demonstreze că sînt asemenea. 


13. Se ştie că A ABC ~ A DEF, AB =9 cm, BC =5 cm, AC = 


= 10 cm, DE = 99 cm. Să se calculeze EF şi DF. 


p 


] 
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Aplicație practică. Determinaţi, prin măsurători, distanța dintre casa 
şi pomul din figura 1.27. 


Ar fi greu so măsurăm direct, din cauza lacului. Procedăm astfel. 
Uegem un punet M (şi-l marcãm, de exemplu, cu un tărng). Mäsurăm distan- 
tele CM si MP și găsim, de exemplu, CM = 250 m, MP = 150 m. Mäsuräm 
şi unghiul CMP şi găsim, de exemplu, XCMP = 60°. 

Desenăm apoi pe hirtie un triunghi CM P' asemenea cu A CMP astfel: 
luăm un unghi s My de 60°, alegem un punct C' pe M'x oarecare, de exemplu 
astfel incit MC” = d em (un astfel de punct incape pe hirtie, ceea ce nu s-ar 
fi intimplat dacă ineeream să desenăm un triunghi congruent cu A CMP) 


A ý se APA ce AA M'C' MP 5 
i apoi alegem un punct P’ pe M'y astfel incit - == deci = 
di ar 4 MP — MC! 130 7 250 
adică MP = 3 em. 
Măsurăm distanța CP’ şi găsim aproximativ 4,4 em. 
N 
Fig. 1.28 
7 M 
du IC 5em ; 
Triunghiul CV Peste asemenea en triunghiul CMP, conform cazului d 
= GE MC AN 250 
de asemănare. Rezultă că — = ——, deci CE — > de unde deducem 


Cp ME Pup ada 
că distanța CP dintre casă şi pom este de aproximativ 220 m. 

Observaţie. Vom învăţa mai tirziu să caleulăm CP, cunoscind MC, 
MP şi CMP. Se tem 
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4. Bxâreiţii E E TY 


1. Determinați prin măsurători distanța de la A la B, unde / este 
inaccesibil (fig, 1.29). 


Fig, 129 7 


2, Determinaţi prin măsurători distanţa între punctele A şi B, 
tără à „vizita“ insulele (fig. 1.30). 


Fig. 1.90 


3. Explicaţi cum determină elevul din figura 1.34 înălțimea copa- 
cului şi cum trebuie el să-și construiască, din punet de vedere geome- 
tric, instalaţia. 


, 


EASES aiina ET 
PUTEREA UNUI PUNCT 

FAȚĂ DE UN CERO 
j .. . . + Fad 
nlicatie a asemânâri triu or. la ar 
Teorema următoare este o aplicatie a asemănării triunghiurilor Ea ai 
fi apărut ca o problemă la paragraiul respectiv, dacă n-ar fi prezentat o d 
tantä deosebită prin consecintele ei, ce vor fi enuntate în paragraful următor, 
“ Uemărind demonstraţia acestei teoreme, este bine să fiţi atentă la „COTes- 
pondenţa virturilor“ din triunghiurile asemenea ce vor apărea, pentru a îi 


siguri că veţi serie corect relaţiile ce vor rezulta din asemănarea acelor triun- 


ghiuri, 


'Teoremă 

Dacă printr-un punet fix 
taie cercul în A, B. atunci produsul MA 
iele ee tree prin M. | 

În demonstratie vom deosebi două cazuri, 

Cazul 4. M este in interiorul cercuhii (ig. 1.32). 


M, mesituat pe um cere dat, ducem n serantă ce 
MB este același pentru toate setan- 


Fig. 1.32 


Concluzia 


MA- MR = MC.: MD 


Demonstraţie. A MAC ~ A MDB (cazul 2) deoarece XA MC DMB 
(opuse la virf) şi X MAC = XMDB (ambele au ca măsură jumătate din 
CXE are wriind că produsul mezilor 
A arcului C XB). Den =de unde, scriind că produsit eZ 
măsura arcului C XB) E | 
este egal cu al exlremilor, ohlinera concluzia dorită. 
Cazul 2. M este în exteriorul cercului (fig. 1.33). 


Concluzia 
MA - MB = MC - MD 
Demonstraţie. AM AC ~ A MDB (cazul 2) deoarece X A MC = XDMB 


MA MC 
MD MB 

i- Observaţie. Teorema este adevărată, în cazul cînd M este exterior cer- 
cului, și pentru tangentele duse din M la cerc; pe o tangentă, punctele A şi B 
coincid. Demonstrația se face la fel; pentru a nu ne baza pe o proprietate a 
tangentei, să observăm, pe figura [.34, în care O este centrul cercului, că 


X MAC = 90° — X OAC = (180° — 2X040) =t X 40C = 11% 


arcului BĂC). Deci 


(unde am omis a mai scrie „mäs“). 


-A 


Fig. 1.34 


Teorema de mai sus ne conduce la următoarea: 

Deiiniţie. Fie M un punct şi (C) un cere. 

a) Dacă M este în exteriorul cercului, numim „puterea lui M 
faţă de cere“ valoarea MA - MB, unde A și B sînt intersecțiile unei drepte 
oarecare ce trece prin M cu cercul (C), luată cu semnul +. 

b) Dacă M este pe cere, spunem că puterea lui față de cere este O. 

c) Dacă M este în interiorul cercului, numim „puterea lui M 
față de cere“ valoarea MA - MB, unde A și B sînt intersecțiile unei drepte oare- 
care ce trece prin M cu cercul (C), luată cu semnul —. 


*Punct de putere pozitivă 
fată de (C) 


„Punct de. putere nulă 
“făță de (C) - 


Fig. 1.35 (C) 


--Punct de putere negativă 
fată de (C) 

Observaţii. 4. Ce ne-ar fi împiedicat să dăm definiţia de mai sus înainte 
de a demonstra teorema? Dacă vrem să definim „puterea unui punct M faţă 


„de un cere (C)“ aceasta trebuie să fie un element, in cazul nostru un număr, 


care să depindă numai de punctul 4 şi de cercul (C). Examinind definiţia de 
mai sus, vedem că numărul WMA: MD definit în ea poate în principiu să 
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depindă nu numai de M și de cercul (C) ci şi de „direcţia“ seeantei MAB, cu 
alte cuvinte. încercînd sã caleulăm puterea lui M faţă de cercul (C) există 
„pericolul“ de a obține rezultate diferite dacă folosim secante diferite. Dacă 
intr-adevâr aşa ceva s-ar întîmpla, am spune că „definiţia este incorectă”. 
Teorema de mai sus arată că aşa ceva nu se întimplă, deci că definiția „este 
corectă“. adică. oricum am alege secanta MAB, obţinem aceeaşi valoare 
pentru MA- MB.*. ; ; 

2, De ce considerăm puterea unui punct față de un cere ca avind semnul 
-+ sau —, după cum punctul este în exteriorul sau in interiorul cercului! 
Este primul pas pe calea „folosirii numerelor negative in geometrie“ în acest 
manual. Slim că dacă spunem: find dat un punct A pe o dreaptă d, alegeți 
pe d un punct X asttel incit segmentul AB să aibă 2 em, problema are două 
soluţii, deci poziția lui B nu este precizată prin fraza de mai sus. Această ne- 
determinare poate Îi înlăturată considerind, în loc de segmente AB, care sint 


tot una cu BA, segmente „orientate“ AB, care nu vor, ți socotite drept tot, 


una cu BA. Pe o dreaptă dată d alegem „un sens” (materializat printr-o semi- 


dreaptă a ei s) şi vom conveni să considerăm,- dacă segmentul AB are de . 


exemplu 2 em, că segmentul orientat AP are +2 em dacă semidreapta AF 
are același sens cu semidreapla s (deci dacă este conținută în $ sau contine 
pe. s) şi că segmentul orientat AB are _-9 em dacă semidreapta AB este de 


sens contrar cu semidreapta s (deci dacă n-are puncte comune cu s sau dacă ` 


intersecţia lor este interiorul unui segment) 


semidreapta s 


cl SE Eu Lamk SERE a Suta, Ati IE 
B MC DE FH G Fig. 1.36 


AB=-2em Ek enem 
«CD =+ 2cm GH=- 2cm 


s, un punct A pe d şi un număr a pozitiv sau. negativ, putem găsi un punct 
B pe d și numai unul astfel incit lungimea segmentului orientat AB să fie a.. 


în cazul de față am li putut ocoli discuţia de mai sus, definind puterea pune- 
tului cu ajutorul uci secante precizate; cea mai naturală alegere ar fi fost: secanta 


ce trece prin centru cercului laţă de cere). Pe de o parte o astfel de definiție ar fi 
fost artificială, iar pe de altă parté nu în toate cazurile în care se dau detiniţii in 
situații cum .este cea descrisă mai sus se pot alege astiel de „obiecte privilegiate“. 


cum a fost aici secanta ce trece prin centru. 


După această convenție, dacă avem o dreaptă d, o semidreaptă a sa. 


Dacă acceptăm și segmente orientate de forma AA, de lungime nulă, atunci 
cele spuse sint valabile și în cazul a = Q. Vom reveni la această problemă la 
pag. 84. | 
: În cazul puterii punctului fată de cerc, în definiţia de mai sus, este clar 
că, oricum am alege sensul pe secanta MAB, segmentele orientate MA şi 
MB vor avea acelaşi sens, deci acelaşi semn, cînd M va Îi în exteriorul cercului 
şi vor avea sensuri deci semne contrare cind M va fi în interior. Cind M este 
pe ei 
gimii segmentelor orientate MA, MB va fi pozitiv cind M va îi în exterior, 
nul cind M va fi pe cere şi negativ cînd M va fi în interior. În acest mod 


erc, unul din aceste segmente este nul. Deci produsul MA - MB al lun- 


e 


„se explică“ definiția de mai sus. 


Problemă rezolvată 


Tudorică, elev în clasa a 7-a își pune problema la ce distanţă trebuie el 
să se aşeze în faţa statuii lui Mihai Viteazul, astfel încit ea să-i apară cit mai 
mare. ; 

Evident astfel pusă problema de Tudorică ea nu poate fi rezolvată pen- 
tru că este formulată destul de imprecis. Ce înţelege Tudorică prin „cât mai 
mare“? E vorba de înălţimea statuii? Nu, mi-a precizat Tudorică, este vorba 
de unghiul « pe care îl „mătură“ privirea mea, de la copita calului pînă la 
virtual securii (fig. 1.37). Îi atragem atenţia lui Tudorică asupra faptului că, 


Fig. 1.37 


dacă stă foarte aproape, s-ar putea să nu mai vadă nici copita calului ci 
numai: soclul şi nici virful securii, ci numai creștetul şi urechile calului. Din 
cauză că statuia are „relief“! Și atunci Tudorică a acceptat să simplifice pro- 


ŞI 


blema: a ) i pta. 
(fig. 1.38), B este un punct fix interior segmentului AC. l'nde trebuie să 22, 


Ç 


Zi h 
i B 
se ra |s Fig 18 
ere = P 
EH ; 
A — ea J 


A 


plaseze un segment MAN (A E Az si MN | Aa) astfel incit X BMC să fie 


maxim. í os 5 U 
Tom simplifica $ ! sroblema. Este evident că segmentul + 
Vom simplifica şi mai mult problema. Este evident că segmentul M 


reprezintă înălțimea ż de la tălpile Ini Tudorică pină la nivelul ochilor săi, $ 
diferenta dintre înălțimea AB a soclului şi ! și Jr înălțimea statui. Se cere 
: i r i i - A. i w 8 $, Lai 

distanța d = NA. Mai desenăm o dată figura (fig. 1.39). 


Fig. 1.29 


M Mă 
Afirmăra că punctul M căntat se obtine astfel: ducem prin C şi B un cerc 


tangent la Pa”. M, punctul de tangenţă este cel căntat şi MP = a. Într-a- 
devăr pentru orice punct M aşezat mai departe sau mai aproape de P.unghiul.M 


i ER Moe aa 
va fi mai mic decit jumătatea arcului BC (fie că din — mai scădem 


i ilda 57, fie că ă j “ de P, 
măsura unui are dat de pildă — , fie că, dacă punctul este „prea aproape h 


Ak i A Că RC“ Eo 
scădem ceva din „mai puțin decit arcul — 


Bine, dar care este în lond distanța’ a: Este a == VsF). Cu alte 
cuvinte, media proporţională intre diferența dintre înălţimea soclului şi a lui 
Tudorică, cu diferența dintre distanţa de la sol pînă la virful securii statuii 
şi înältimea lui Tudorică. Evident apare mai uşor de rezolvat problema decit 
de formulat nematematic soluția ei. i 

in multe din explicaţiile care se dau cu ajutorul ei matematica devine 
o formă de exprimare mult mai simplă. Numai că trebuie să ne obişnuim cu 


ea... 


5. Probleme 


Să se arate că puterea unui punct exterior unui cerc fată de acel 
cere este egală cu pătratul distanţei de la acel punct la punctul de 
contact al tangenlei dusă din el la cerc. 

2. Tangentele duse la: două cercuri secante dintr-un punct situat 
pe dreapta ce trece prin cele două puncte comune celor două cercuri 
(și în exteriorul celor două cereuri) au lungimi egale. 

3. Dacă un punct are puteri egale faţă de două cercuri secante, atunci 
el este situat pe dreapta ce uneşte cele două puncte comune celor două 
cercuri. 

4. Care este locul geometric al punctelor ce au puteri egale fală de 
două cercuri tangente? 

5. Trei cercuri cu centrele necoliniare sînt secante două cîte două. 
Să se arate că cele trei coarde comune sint concurente. 

6. Se dau două segmente u, n. Constiuiţi un segment de lungime 
up. 

7. Se dau două puncte A, B şi o dreaptă d. Să se construiască un 
cere ce trece prin A, B și este tangent dreptei d (A, B sint în acelaşi 
semiplan faţă de dreapta d). Cite soluţii are în general problema? Care 
este cazul de excepție? 

8. Daţi o nouă demonstrație teoremei de la pag. 28 în cazul cind 
M este exterior cercului, arătind asemănarea altei perechi de triunghiuri 
decit cea considerată în demonstraţia dată acolo. 

9. Daţi o nouă demonstraţie teoremei: dacă într-un patrulater convex 
diagonalele formează cu două laturi opuse unghiuri congruente, atunci 
unghiurile opuse ale patrulaterului sint suplementare. Nu se va folosi 
nicăieri în demonstraţie noțiunea de cere! 

10. Se consideră un cere, un punct fix M nesituat pe acel cere şi un 
număr (pozitiv) Æ. Se consideră un punct A pe cere și punctul B de pe 
semidreapta JJA pentru care MA- MB = k. Care este locul geometria 
al lui B cînd A parcurge cercul? 

11. Care este locul geometrie din problema 10, in cazul cînd M se 
află pe cere? 

se consideră un patrulater inscriptibil ABCD. 

a. Să se construiască un punct M, de aceeași parte a lui AD ca şi 
B şi C, astfel ca AAMD = AABC. 

b. Descoperiţi pe figura formată alte două triunghiuri asemenea. 

c. Demonstraţi că AC - BD = AD: BC +ĂB-CD. 

13. Reluaţi construcţia din problema precedentă în cazul unui 
patrulater convex oarecare ABCD şi demonstraţi că, dacă AC - BD = 
= AD: BC + AB- CD, atunei patrulaterul este inseriptibil. 


3 — Mavematică-geometrie, cl. a VII-a 33 
. n aia. 


gae 


: M4.-C6 devine enunţul problemei 5 dacă două din cereuri sint ban- 
gente, iar'al treilea este secant cu fiecare din ele? Folosiţi rezultatul 
péh itu a constrili un cere cè trece prin două puriete date şi ésteitangent 
la un cere dat, > 


RELAȚII METRICE ÎN 
TRIUNGHIUL DREPTUNGIIIC 


Pentru a deduce o primă consecinţă a teoremei din paragraful precedent 
(leoremă care se va numi „teorema asupra puterii punctului față de cere”), 
să considerăm un triunghi dreptunghic ABC cu STA = 90°, să ducem cercul 
de centru E și rază AB și să considerăm intersecțiile sale D şi E cu BC. 


i B 
` | D Fig. 1.40 
SES SS 
A e 


Cercul va fi tangent în A la AC, iar BE — BD = BA. Teorema asupra 
puterii punctului C fată de acest cere ne spune că AC? = CE - CD = (CB + 
H A BNCB —-AB) = CB*--A B>. Obţinem, ca primă. consecință a teoremei 
puterii punctului faţă de cere: 


Teorema lui Pitagora. Într-un triunghi dreptunghic, suma 
piiratelor eatetelor este egală cu pătratul ipotenuzei. 


B 


BC AB“ AC“ i 
Importanța acestei teoreme este foarte mare. Ea reprezintă soluţia 
unci probleme de tipul: se cunosc lungimile a două laturi ale unui triunghi 


si măsura unghiului cuprins între ele, -sã 'se calculeze lungimea celei de-a 
treia laturi (unghiul cuprins avind o valoare particulară, de 90”). 


Altă consecinţă a teoremei puterii punctului lată de cerc se obtine ducind 
un diametru AB al unui cere, alegind un punct C pe tangenta în A la cere 
şi considerînd celălalt punct comun D al dreptei CB şi al cercului (fig. |, 42), 


Vom ravea 2 Pal AG AD T Rs A OP E a. 
Cum orice triunghi dreptunghic se poate considera în situatia triunghiu- 
ai ABC din figură, obtinem: 


I 


Teorema catetei.. într-un triunghi dreptunghice. o eatetă este 
medie proporțională între ipotenuză și proiectia acestei catete pe ipotenuză*, 
7 


AC E0B CD i 
ABEBC BD 


În fine, să considerăm un punct D în interiorul unui cere şi să ducem 


diametrul BC şi cowda AA' perpendiculară pe acest diametru ce tree prin 
D (fig. 1.44). 


Avem 4AD= DA', XBRAC = 9 iar DB: DC = DA- DA' = DA’. 
Deci: ; 


* Prin proiecție a ufui punct pe o dreaptă înţelegem piciorul perpendicularei duse 
din acel punct pe acea dreaptă. Proiecļia unui segment esle segmentul determinat. de 
proiecţiile capetelor sale; se poate evident întîmpla ca proiecția unui segment să se „reducă“ 
la un punct, 


r 35 
s9 


Teorema înălţimii. Într-un triunghi dreptunghice, înălțimea 
dusă din virful unghiului drept este medie proporțională între cele două seg- 
mente determinate de ea pe ipotenuză. 


A 


AD*=DB DC 


Fie. Î.4 
Fig, 1.45 


| | Observaţie. Teorema catelei şi teorema înălțimii se pot demonstra gi 
observind că AA BC ~ ADAC şi că AABD ~ ACAD şi alegind, din relaţiile 
de proporţionalitate ale laturilor, cîte două rapoarte egale, relativ la care se 


n scrie egalitatea dintre produsul mezilor şi cel al extremilor. 
| Cele trei teoreme de mai sus ne permit să „stăpinim situaţia“ din figura 
| 1.46, în care este desenat un triunghi dreptunghice ABC şi înălțimea sa AD 
| dusă din vîrful unghiului drept A. 
i ) E 
A 
AB LAC 


B D C 


Mai precis, aceste leoreme ne permit, cunoscind lungimile a două din 
cele şase segmente ce apar în figura I. 46 — două catete, ipotenuza, înălţi- 
mea, cele două proiecţii ale catetelor pe ipotenuză — să calculăm lungimile 
celorlalte patru, 'Ținind seamă și de „simetria situaţiei“ (nu a figurii!), se pot 
formula nouă astfel de probleme. Două din ele sînt mai dificile şi vor fi rezol- 
vate în continuare (problemele rezolvate 2 şi 3). Vom începe cu'una din cele 
simple, iar celelalte şase vor fi obiectul problemelor 4—6 ce le veţi avea de 


rezolvat. 
Problemă rezolvată 1. Într-un triunghi dreptunghice ABC, lungimile 
catetelor sint AB = 4 cm și AC = 3 em (fig. I, 47). Să se determine lungis 
| mile ipotenuzei, a înălțimii și a segmentelor determinate pe ipotenuză de 
piciorul înălțimii. 


A 
SON 
4 3 


į poteza Congluzia 


' AB | AC.AD | BC BC = se, AD = 
AB =, AC = d BD =a, CD 
Rezolvare. Din teorema lui Pitagora deducem BC? = AB? + AC? = 
= 4? 4 3? — 25. deci BC = |/%B = 5. Din teorema catetei deducem AB? = 


AB e 16 
Ak adică BD = — . Avem acum două posibilități 


= BD BO, deci 6978) =— 


de a calcula CD: una constă în a aplica oua catelei pentru AC, cealaltă 


Š G E -Aaea 
in a serie C) = BC.— BD =5- si = >. În fine, avem trei posibilități 
2 9 
de a calcula AD: teorema lui Pitagora în dreptunghiurile dreptunghice ABD, 
ră a f Ei E T g 162 
ACD şi teorema înălțimii, Prima dă AD = V AB? — BD? = V € (2) => 
12 


3 AB BC e 
Observatie. Din AA BC ~ ADAC deducem şi 5 = =o „sau AB -AC = 


= AD- BC, relație care oleră o a patra posibilitate de: calcul al lui AD. 
Această relaţie nu reprezintă altceva decit „aria lui ABC, calculată în două 
moduri“ (vezi și pag. 61—62). 

Problemă rezolvată 2. Într-un triunghi dreptunghice ABC cunoaştem 
lungimile ipotenuzei BC = a și ale înălțimii AD = h. Să se determine lungi- 


mile proiecțiilor BD, DC ale catetelor pe ipotenuză (fig. I. 48). 
Fig. 1.48 / Ja N 
Pa f € \ 
j | ră 
z {L N 
B SE 6 
Ipoteza l r Concinzia 
APA ACAD I BC BD in CD == 


BC = &. AD = 
Rezolvare. Unghiul BAC tind deept, rezultă cà BC este un diametru al 


cercului circumscris triunghiului ARC. deci centrul O al acestui cerc se află 


la mijlocul lui BC. Deducem OA = — BC = * gi acum este amg de con- 
A J Pi 


tinuat: teorema lui Pitagora în AOAD dă OD VE) — h? şi obtinem 


ca rezultat BD = BO + OD = £ + y (ET h CD = CO — 0D = 


ii | 


nota astfel figura incit D să fie intre O şi C. 


| — 2. Evident că acest rezultat corespunde modului de a 
=) 


ar 
Əl 


f 


asi h fiind date, condiția necesară şi suticientă de existență a triunghiu- 
lui- din enunț este A < 2 (aceasta este condiția necesară şi suficientă ppniru a 
din e | es > 
putea construi AOA D...). 
Odată determinate BD, CD, putem calcula AB, AC aplicind beorema 
lui Pitagora în AABD, AACD. 


Observatie. Țivind seamă de teorema înălţimii, formulele obţinute rezolvă 


şi problema: cunoseînd suma 4 şi produsul /?2 a două numere (lungimile BD, 
CD), să se afle cele două numere. Verificati și cu ajutorul calculului algebric 
aceasta. ri 

Problemă. rezolvată 3. Într-un triunghi . dreptunghic ABC se  cunose 
lungimile unei catete AC şi a proiecției BD a celeilalte caţete pe ipotenuză. 
Sä se afle lungimile ipotenuzei BC şi a proiecției CD a celeilalte catete pe ipo- 


tenuză (fig. 1.49). 


Coneluzta 


BO = a CP 3 ve 


Ipoteza 

AB AG, AD. BC. 

AC =b, BD = g 

Rezolvare. Să considerăm cercul de diametru BD și să ducem o tangentă 
CT la acest cere. Fie 0 centrul cercului. Teorema catétei spune Ga AC =C 
. CB. iar teorema asupra puterii punctului că C 7* > CD: CB. Deducem că 
CT AC =b. Avem OT LCT și teorema lui Pitagora în ACTO dă CO = 
= VE - p2; obtinem BC = C0 40B = 4 a Mle, „+ p2 iar CD = 


9 


TO 23 000 23 ya peat, 


2, 
Oricum am alege două numere b, d, există un triunghi ce îndeplineşte 
condiţiile din enunț (se construieşte A COT cu AT = 90° ete.). 
Formulele obţinute rezolvă şi problema: cunoscind diferența d şi pro- 
dusul 52 a două numere (lungimile CB, CD) să se-alle cele două numere (veri- 


ficaţi aceasta și prin algebră). 
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6. Probleme 


3 


i. lpotenuza unui triunghi dreptunghic est de 13 em, idt una din: 


caiete este de 5 em. Aflati cealaltă catetă, înălțimea și proiecţiile cate- 
telor pe ipoienuză. 

3. O caletă a unui triunghi dreptunghic este de 10 em, iar înălțimea 
de N em. Aflati celelalte elemente ale triunghiului. 

3. O catetă a unui triunghi dreptunghic este de 15 em, iar proiecția 
si pe ipotenuză de 9 em. Aflaţi celelalte elemente. 

L Înălțimea unni triunghi dreptunghic este de 24 cm, iar proiecția 
unci catete pe ipotenuză de 10 cm. Aflaţi celelalte elemente. 

5. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de 50 cm, iar proiecția 
unei catete pe ea este de 5 cm, Allaţi celelalte elemente. 


adti, Proieeţiile catetelor unui triunghi dreptunghic pe ipotenuză sint- 


de 


7 cm și 63 cm. Aflaţi celelalte elemente. 
7. Enunţaţi şi demonstrati o reciprocă a teoremei lui Pitagora. - 

3, Deduceli teorema lui Pitagora, din teorema catetei. 

9. Redactati o demonstraţie a teoremei lui Pitagora fără a folosi 
cercuri, și nici teorema catetei (insă reconstituind figura 1.40). 

10. Çare este lungimea diagonalei unui pătrat de latură a? 

11. Care este lungimea înălțimii unni triunghi echilateral de latură 
á em? : 

3 Ipotenuzā unui triunghi dreptunghic isoscel este de 4 cm, $å 
se calculeze catetele triunghiului. 

13. Un triunghi dreptunghic are o catetă de 5 em, iar unghiul opus 
ei este de 30°. Calculati lungimile ipotenuzei, a celeilalte catete, a înăl- 
timii ete. 

14. Într-un trapez dreptunghic, bazele au 10 cm şi 7 cm, iar latura 
neparalelă perpendiculară pe ele este de 4 em. Calculaţi lungimile eelei- 
lalte laturi și ale diagonalelor. 

15. Un trapez dreptunghic are bazele de 11 em și 7 cm, iar una din 


diagonale de 15 cm, Să se calculeze lungimile laturilor neparalele şi a. 


celeilalte diagonale. 

16. Un triunghi isoscel are laturile congrnente de'10 em iar baza de 
& cm. Caleulaţi înălțimea corespunzătoare bazei. e: 

17. În problema precedentă calenlaţi şi celelalte înălțimi ale triun- 
shiului. : 

1$. O coardă a unui cere de rază 15 em are lungimea de $ cm. Caleu- 
laţi distanţa de la centrul cercului la acea coardă 

19. Care este cea mai mică putere ce o poate avea un punct faţă 
de un cere de rază R? Care este punctul de putere minimă? 

20. Care este lungimea tangentei dusă dintr-un punct la un cere 
de rază 3 cm, dacă distanța de la acel punct la centrul cercului este 
de 8 cm? | 
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21. Caleulaţi lungimea tangentelor comune a două cercuri tangente 
exterioare de raze R și r. 

22, Calculaţi lungimile tangentelor comune exterioare și interioare 
a două cercuri de raze 8 cm şi 5 cm, dacă distanţa dintre centrele lor 
este de 20 em. 3 

23. Dati diferite metode de a construi un segment de lungime yuv, 
u şi v fiind lungimile unor segmente date. 

24. Găsiţi un triunghi dreptunghic astfel incit lungimile laturilor, 
a înălțimii și a proiecţiilor catetelor pe ipotenuză să fie toate numere 
intregi. E: 

25. Latura unui romb « te de 44 em, iar lungimea unei diagonale 
de 15 em. Este această diagonală mai mare sau mai mică decit cealaltă 
diagonală? 

26. Diagonala unui dreptunghi este 10 cra iar una din laturi este de 
7 cm. Este acea latură „lungimea“ sau „lățimea“? 

27. Un patrulater ABCD înseris într-un cere de rază 25 em are dia- 
gonalele perpendiculare, depărtate de centrul cercului la 7 em respec- 
tiv 15 em. Să se calculeze lungimile laturilor patrulaterului. Să se cal- 
culeze şi lungimile diagonalelor şi să se verifice relaţia din problema 12 
adică AB- CD + AD: BC = AC- BD. 

28. Enuntaţi o reciprocă a teoremei înălțimii care să fie incorectă! 

29. Într-un triunghi ABC, unghiul A este ascuţit; dacă şi numai 
dacă BC? < AR? + AC. 


Observatie. Desigur că aţi rezolvat cu uşurinţă problema 10, allind 
astfel că lungimea diagonalei unui pătrat de latură 1 em este /2 em. Deci 
construcții simple aplicate unor segmente cu lungimi raţionale (chiar întregi) 
conduc la segmente de lungimi iraționale. Descoperirea acestui fapt a produs 
o mare surpriză în lumea matematicienilor greci, înaintea erei noastre, 

Există lotusi triunghiuri dreptunghice ale căror laturi au toate trei 
lungimi întregi. Unul din ele este cel de catete 3 şi 4 şi de ipotenuză 5. Hezole 
vind probleme aţi întîlnit probabil și altele. Se cunoaşte lorma generală a 
tripletelor de numere naturale Æ 0 (x, y, 2) pentru care 2? +y?” = 2%, anume 
r= hip? — q) y = 2hpq, 2 = Hp? +02) sau acelaşi cu a permutat cu y, 
in care k, p, 4 Sint numere naturale, p >q şi, pentru a evita repetițiile, se 


sresupune că p si g sin prime între ele şi sînt unul par şi celălalt impar. 
ol | p S > p E P 


Prezenţa factorului Æ este uşor e înțeles dacă avem în vedere noțiunea de 
triunghiuri asemenea. Să dăm citeva exemple, toate cu k = 14. p= 2, q= 1 
dă (3, 4, 5), p = 3, q = 2 dă (5, 12, 13), p = 4, q = 4 dă (15, $, 17), p = 4, 
q = 3 dă (7, 24, 25), p = 5, q = 2 dă (24, 20, 29), p = 5, q = 4 dă (9, 40, 
41) ete. Puteţi folosi aceste triplete pentru a compune voi înșiși probleme 
în care să nu „apară radicali“ în cursul rezolvării lor. Puteţi verifica ușor 


că ay, z definiţi prin formulele de mai sus verifică relaţia 2? +y” = z’. 


40 


Mai greu, dar nu dincolo de posibilităţile voastre de intelegere, este de a 


a & A 0 = x "apa Pe 2 = 28 
dovedi. că orice triplet de numere întregi (w, y, 2) pentru care w" -F y7 = 3 
se obține prin formulele de mai sus cu k, p, q intregi. 


SINUSUL ȘI COSINUSUL 
UNUL UNGHI 


După ce în ultimul paragrat am învăţat să calculăm, vunoscind lungimile 
a două laturi ale unui triunghi dreptunghic, lungimea celei de-a treia laturi, 
ne vom pune aci problema de a determina, cunoscind lungimea ipotenuzei 
unui triunghi dreptunghic și măsura unuia din unghiurile sale ascuţite, lungi- 


mea laturii opuse acelui unghi (fig. 1.50). 


Fig. 1.50 


Răspunsul la această problemă nu se poate da cu ajutorul unei formule 
care să conțină nomai operaţii cu numere cunoscute pină acum. Situaţia 
i SS sc Amnat că fi sati să % acare dată 
nu este insă atit de „gravă“ încit să lim obligați să rezolvăm de fiecare dată 
o astfel de problemă printr-o măsurătoare. Anume, să observăm că dacă în 

i $ . - . - 3 o » e . a Gi 
două triunghiuri dreptunghice cu XA = XA" = 90 unghiurile din B gi 


H . AG 
-B' sint congruente atunci triunghiurile sint asemenea (cazul 2) şi deci T 


4 d e 
BE. i cind ipotenuzele lor şi cateta AC din primul determinăm 
E e deci cunoscind ipotenuzele lor și cà A primul determinăm 
BC | 


cu uşurinţă cateta A'C” din celălalt (fig. I. 51). 


oa BOL 


iai AC, iii 
Cu alte cuvinte este suficient să cunoaștem raportul 36 într-un triung 
dreptunghic care are măsura unghiului B egală cu y, pentru a putea calcula 


ål 


Li 


cateta opusă unui unghi de măsură y in orice triunghi dreptunghice 
i se cunoaşte ipotenuza. 


Ajungem la concluzia că este preferabil să cavacterizăr mărimea unui 
unghi ascuţit nu prin numărul său de grade, ci prin raportul dintre distanța 


de la un punct de pe una din laturile sale la cealaltă latură 
acel punct la virful unghiului (fig. I. 52). 


9) 


Raționamentul de mai sus (cu triunghiuri asemenea) ne ar 
raport nu se schimbă dacă înlocuim punctul cu 
sau de pe cealaltă sau dac 


ată că acest 
alt punct de pe acea latură 
ă îuloenim unghiul cu altul congruent. 


D 


Definiție. Dată 0 < z < Y0”, se numeşte sin x, şi se citeşte „sinus 


de g”, raportul dintre cateta opusă unghiului æ și ipotenuză, într-un triunghi 
dreptunghic care are imul din unghiurile sale ascuțite de măsură v. 


e Tip La 


Am văzut mai sus că „deliniţia este corectă“ * 
Veţi vedea în ultimele clase de liceu că sinusurile de unghiuri nu se 


măsoară, ci se pot calcula printr-o- formulā în care apare o „sumă infinită“, 
formulă ce „incepe“ astfel: 


1 TE i l nr 18 
isol molis 7? 


180 6 
* Vezi la pag. 30 sensul acestei expresii, 


è EA 
Sin p == 


43 


: căruia 


şi distanța de la 


Dăm mai jos o tabelă, (calculată, de exemplu, pe baza formulei de mai 
` sus), in care fiourează valorile lui sin a, cu trei zecimale exacte, pentru toți 
z exprimați printr-un număr intreg de grade, cuprins între 0° şi 90 


r 7 N (N) 
“| li 1 2 3 4 S 6 7 S í 
w | 0,017 0,035 0,052 0,070 0,087 0,405 0,422 0439 0:136 
A0 | 0474 0491 0,208 0,225 0,242 0,259 0,276 0,292 (0,509) 0,326 
20: | 0,342 0,358 0,375 40.991] 0,407 0,428 0,438 0,454 0,769 0,485 
30 | 10,500 0,545 0,580 0,5450359 0,574}0,588 0,602 0,616 
aw t 0,643 0,656 0,669 0,682 0,695 0,707 0,719 0,734 0,749 
50- | 0,766-0,777, 0,788 0,799 0,809 0,819 0,829 0,839 0,848 
60; | 0,866. 0,875 0,883 0,894 0,899 0,906 0,914 0,924 0,927 
7 | 0,940 0,946 0,954 0,956 0,961 0,966 0,970 0,974 0,978 


20 0.985 0.988 0,990. 0,993. 0,995 0,996 0,998 -0,999 0,999 


(ultima valoare este 1,000 prin „rotunjire prin adaos“) 


Cu ajutorul acestei tabele putem răspunde la două tipuri de întrebări: 

1) Să se alle sin 23°. Găsim din tabel sin 23° = 00 mai precis, 
deoarece tabelul contine valori aproximative numai: 0,3905 «sin 23” <0,9945, 
a Sr Sinusti uhii unghi este 0.29. Care este măsura z a acelui unghi? 
Din tabel găsim că sin 18 = 0,909 < 0,32 < 0,326 = sin 19°, deci z este 
cuprins între 18 și 19°. z DEE EY 
Există şi tabele mai precise, cu mai multe zecimale; și dim „minut in, 
minut“ ete. Age * ` 
- Öbserodtia 1. Putem determina măsura æ a unui unghi şi dacă ştim de 


exemplu că sin * = 0,16. Din tabel obținem 9 < — < 10° deci 48 ap 


w 
2] 
< 20. | 

2. Din cele cunoscute pină acum putem deduce valoarea exactă a sinu- 
surilor a trei unghiuri. Știm (teorema lui Pitagora) că într-un triunghi drept- 


Fo 
| A a o. íS 
unghie isoscel de catetă a ipotenuza este a 2. 


aV3, 


Deci sin 45° 


Știm că într-un triunghi dreptunghic de ipotenuză a ce are uñ unghi 


ascuțit de 0” catela să acelni hi este“ 
yit de 30° cateta opusă acelui unghi este — (deoarece „completind” tri- 
=} 


unghiul se obține un triunghi echilateral, fie 
h ? D 


l. 56). 


Deci sin 30° = 


În acelaşi triunghi lungimea e il 3 
acelaş 1911 ingimea celei e té te este 2 } 3 A „9 
lalte catete este = (teorema lui Pita- 
ER € 


gora) deci sin 60 ; 


Ip a realo a T CON id i 
Problemă rezolvată 1. Cunoscind ipotenuza şi un unghi ascuțit ale unui 
triunghi dreptunghic, să se alle catetele (fie. [. 57). = i 93 j 


a 


B d A 
Ipoteza f 
D Ç. za 
BC = a, XB = g, XA = 9. Pai AC =: 


Rezolvare. Avem prin definiție ae = sin z, deci AC = a sin x. Teorema 
= = de oUa 


= = @ A E 
lyi Pitagora dă AB = y (> — AU = l ü> — * sinte = ai : E 
Mai puteam serie, deoarece 4-0 = 90° [FD A F fa 
T, D y. U SI (i => 


= a sin(90 — x). 
Observaţie, Dă remarcăm că am scris sin? in loc de (sin n): aceasta 
este o convenţie de scriere. reg ai iată 
roblemo mezoluită A Chinbsatn d M ai 
| Problemă. rezolvată =. Uumoseind o catetă si ipotenuza unui triunghi 
dreptunghic, să se afle unghiurile biunghiului (fig. | 58) : i, 


C 


Fig. 1.38 


H> 
Ca 


Ipoteza Conelazia 


AA = 90, BC=a, AC=b AB sa, ŞC a 
Rezolvare. Conform definiţiei avem sin B = — şi această relație consti- 
[ZA 


buie un răspuns la întrebarea „care este măsura £ B? 


Măsura X C se determină fie din X C = 90 — XB, fie din sin C = 
a — b? . 793 ; AB 
E VS teorema lui Pitagora, sin C = — j: 
A = a 


Tiniînd seamă de rezultatul din problema rezolvată 1, se da: 

Definiție. Dacă 0° <  < 90° se numeşte cos d şi se citeşte „cosinus 
de z“ numărul sin (90°— z). 

Sinusul şi cosinusul unui unghi se numesc şi „funcții trigonometrice ale 


acelui unghi“. 


CE ŞTIM DESPRE 
SINUS ȘI COSINUS? 


a. Într-un triunghi dreptunghic ABC cu X A = 90 avem AC = BC 
sin B, AB = BC cos B (fig. I. 59). 


Fig. 1.59 


b. 0 <sin z < 13 0 < cos z <1. 

e. cos 4 = sin(90° — z). Aceasta ne permite să folosim tabelul de la 
pagina 43 şi la calculul cosinusului unui unghi dat şi la determinarea unui 
unghi cînd i se cunoaşte cosinusul. 

d. Din rezolvarea problemei 4 am văzul că cos æ = |I — sin2z deci 
sin2z ++ cos2z = 1 pentru orice % (cuprins între 0° gi 909). 

Aceasta este o expresie „irigonometrică“ a teoremei lui Pitagora. 

A 4 i $ 3 bit i AG A : 3 
e. sin 30° = 5> sin 45 = Vi, sin 60% = Pe deci cos 30° = LA 
MA 


2 


tos 45° = » cos 60° = F 


ne 


e ee ; .- TANGENTA UNUI UNGHI 


Dacă intr-un triunghi dreptunghic ABC cu A = 90° A, AC=b 


ŞI C = w, atunci ipotenuza BC = b., jar cealaltă catetă AB “ si 
] a aT iar cealaltă catelă AB = BC sin s = 
în sin a Cu t ? 
E 1 aceasta ar 'eyolvye npa h Aae a ae nâmur $ H 
T aceasta am rezolvat problema: cunoscind lungimea unei catete 


Ș LI gl iu d lă u i = A g. D 3 Na Al i 2. 
y Ul Un dr ept ] IC A S t i aoj 

ȘI unoj | a tura din li d ghi i en C, sa se dete une I Ine a 
ce eilalte “atele j- 2 mon 


İn rezolvarea numerică a acestei probleme, sintem în situația de a face 
c impărțive a două numere (sin æ și cos s) pe care le luăm din tabelul de 
la pag. 43. Să introducem: 


Defi nitie. e numeşte tangentă a unui unghi v, pentru care 0 < 
F- a 009 ai . i pă: A . . a ; y í = 
<o = 90°. cital dintre sinusul acelui unghi și cosinusul său. 


Tabela de valori 


| | 2 4 4 5 6 TAE 9 
0 _ 0,017 0,035 0,052. 0,070 0,087 0,105 0,123 0,444 0,458 
10 0,176 0494 0,213 0,234 0,249 0,268 0,287 0,306 0,325 0,344 


20° f 0,364 0,384 0,404 0,424 0,445 0,466 0,488 0,510 0,532 0,554 
30 | 0577 0,601 0,625 0,649 0,675 0,700 0,727 0,754 0,781 0,810 
40> | 0,839 0,869 0,900 0,933 0,966 1,000 4,036 4.072 4444 1450 

? i pd Rac, pu 


50 14192 1,235 1,280 1,327 1,376 1,428 1,483 1,540 1,600 1,664 
-0 1732 4.804 4.881 4.963 2.050 2445 2046 2. i sea 
6 ;132 1,804 1,581, 1,963 2,050 2,145 2,246 2,356 2,475 2,605 
9 Dec e mo Dom " QR A moe ž pă - E: i 
7U 2,747 2,904 3,078 3,274 3,487 3,732 40144 4331 4705 -5.445 

Su - fi m= B 9, eF w aj A - m) $ fi plgi ; z , E 
SI 5.674 6,344 7,115 8,144 9,514411.43014,301 19,081 28,636 57.990 


Se introduce și: 
Detiniţie, Se numeşte cotangentă a unghiului z pentru 0° < æ = 90° 
citul dintre cosinusul acelui unghi și sinusul său, cto x = 57 


eS e e 
SN T 


7. Probleme 


|. Examinaţi tabe tos a a Ac ii 
În ana a alei de valori al sinusului şi răspundeți la intreba- 
„rea: dacă v < y atunci avem sin y < sin y, sin ~ > sin y sau sin x = 


= sin y? 


Demonstrați apoi răspunsul (evident că tabelul, ce nu conține decit 
valorile lui sin z pentru v intreg, nu ne poate ajuta in această denon 
štrație); amintiți-vă teoremele de la „inegalităţi“ (Geometria cl. a VI-a) 
„2 2., Aceeagi intrebare pentru cosinus. de; ; T 


1 


3. Examinati. diferențele dintre valorile succesive ale sinusului din 


tabelul de mai sus; mai precis examinaţi valorile expresiei sin( 4+-1%)— 


— sin y pentru w întreg. Unde creşte sinusul mai repede, în zona valori- 
lor inici sau a celor mari ale lui œ? 

4. Care sint valorile lui a pentru care sin e = cos x? 

5. Ce puteţi spune despre măsura v a unui unghi ascuţit pentru 
care sin x = 0,8? Dar dacă ştim că cos y = 0,55? 

6. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic are lungimea 4, iar unul din 
unghiurile ascuţite măsura g. Să se exprime lungimile catetelor, ale 
înălțimii, ale proiecţiilor catetelor pe ipotenuză, * 

7. Înălţimea unui triunghi dreptunghic corespunzătoare unghiului 
drept are lungimea %, iar unul din unghiurile ascuţite ale triunghiului 
are măsura æ. Exprimaţi lungimile ipotenuzei, ale catetelor ete. 

$. Baza mică a unui trapez dreptunghic are lungimea b, latura 
„oblică“ are lungimea c, iar unghiul ascuţit măsura w. Să se exprime 
baza mare, latura perpendiculară şi diagonalele, 

9, intr-un cere de rază R se consideră un unghi la centru de măsură 
Cure este lungimea coardei „corespunzătoare“? 
19. Un triunghi isoscel are unghiurile de la bază de măsură v, iar 


w. 


laturile congruente de lungime d, Să se calculeze baza, înălțimea cores- 


punzătoare buzei şi înălțimile corespunzătoare laturilor congruente. 

11. Se cunosc lungimile bazei şi a laturilor congruente dintr-un 
triunghi isoscel. Să se serie o relație din care să se poată determina 
unghiul de la virf al triunghiului (relația va conține, evident, „sinus“ 
sau „cosinus”). 

2. Cunoscând lungimea şi lățimea unui dreptunghi, să se determine 
măsura unghiului ascuţit lormat de diagonalele sale. 

13. Un punct este la distanța de 15 m de centrul unui cerc de rază 
5 em. Sub ce unghi „se vede cercul” din acel punct (cu alte cuvinte, 
care este unghiul format de tangentele duse din acel punct la cerc)? 

14. Două cercuri de raze R şi r au distanţa d între centre. Sub ce 
unghi se văd cercurile din p unctul de intersecţie al tangentelor comune 
exterioare? Dar din cel al tangentelor comune interioare? 

15. O dreaptă este la distanța y Ao centrul unui cere de rază R. 
Care este unghiul format de dreaptă cu tangenta ja cerc într-un punct 
de intersecție al dreptei cu cercul? f 

16. În AABC cu XA = 90” ducem AD © BO. DE A AB EFL BC. 
Exprimaţi BF şi AP cunoscind BC = « ŞI e = D: 


17, Arălaţi-că ctg a = LAN 


Se m 


20. Ce puteți spune despre unghiurile z, y dacă tg z = 24 şi otg y 
= 0,5? z i 
21. Arătaţi că dacă x < y atunci te v< tg y iar otg e >ctg y- 
22. Determinaţi tangenta şi cotangehta. unghiurilor de 30°, 45° 


si 60°. 


Rezolvarea triunghiurilor oarecare 


În acest paragra! vom rezolva cele trei probleme puse incă de anul 
trecut, Ja lecţia despre construcţia triunghiurilor: , 
Problemă rezolvată 1. Într-un triunghi se cunosc lungimile a două laturi 
ŞI măsura unghiului cuprins. Să se determine lungimea celei de-a treia laturi 
şi măsurile celorlalte două unghiuri. 
Să considerăm întii un caz concret, in care să presupunem că „unghiul 
cuprins” este dat nu prin măsura sa ci prin cosinusul său (fim. 1. 80). 


B 


Fig. 1.60 


Ipoteza | Concluzia 
AB = 5. AC=7, XA < 90, cos A = ÔA. AGE 0 ca 
DI e ai 


Rezolvare. Pentru u putea aplica relaţiile din triunghiul dreptunghic 
ce le cunoaștem, să ducem înălțimea BØ. Vom avea din AABD, AD = 
= ABcos A = 5 -0,4 = 2, BD = VAF — D = Vă, apoi DC = 7 — 


—2=5 și din ABDC, BC = VBD DE = 1/0 sin 0 = Vă 


AA 
21 LA a a ri $0 4 AD Y ao + e 
= V ze ~ V 04565 = 0,07., C = 47... iar XX ABC = 480 — (X A 
$h 


+ X C) = 1802 — (66° -+ 42°) = 74° (unghiurile din paranteză sint ambele 
puţin mai mari decit valorile serise...)*. y 

Vom rezolva însă prima parte a problemei şi în cazul general, cu date 
literale; se va vedea cum rezultatul’ ce-l vom obține va fi esent 


ial în special 
pentru problema 3. 


; E 5 
* Puteam determina pe BD și ca AB sin A, iar pe C şi din còs Č = a a) = = 
N BC V 46 


Va trebui să deosebim două cazuri, 
Cazul 1. Unghiul cuprins este ascuțit (fig. T. 64). 


Q 


Fig. T64 


Ipoleza Concluzii 
AB =e AC = b, b se, XA a. BO = e 


Rezolvare. Rolurile ce le joacă XB şi XC in enunţ sînt simetrice. de 
aceea am precizat că b = c, pentru a şti că XB < X C, deci că XB este ascu 
tit şi că ligura arată aşa cum a fost desenată. Vom proceda la fel ca în cazul 
concret de mai sus: vom considera piciorul D al perpendicularei din C pe AB, 
care, datorită ipotezelor, se va afla între A şi B. ' 

În AACD avem CD=b sin 2, AD=boos z: apoi BD=ec 
— bcos s. Teorema lui Pitagora m ABDC dă BC = VBD T DC = 


YERAY ri 2 o EA ED E IRI RE T SEDII 3 070 
= Vbsintz t (0 '— boos v)? == Voisine L cosso) 2 20e COR t= 
= Vb? -e — 2be cos m. 


Cazul 2. Unghiul cuprins este obtuz. 


La B 
Ipulezu Concluzia 
AB ta AC=b SA BO = na) 


Rezolyare. În acest caz 37 B este sigur ascuțit. Avem XCAD =-480°— z 
şi in continnare procedăm în același mod ca în cazul d: AD = beos(480°— s), 
CD = bsin(180° —-w), BD =c + beosit80° — a) BC = |C t BD = 


Vising — aw) F (e 3 Boost 180 — 7): — i E e 4 2be cos(180° — x) 
; K ao On 
şi apoi sin 8 = =. 
CE 


Observaţie, Ducă examinăm cele două formule obținute în cele două 
cazuri pentru lungimea lui BC observăm că, dacă definim, pentru 90° < p < 
< 180°, cos æ drept — cos(180"—u), atunci formula de la cazul | este vala- 


49 


e 


S 


bilă si în'cazul 2: Dacă definim şi cos 90° = 0; atunei formula de la. cazul“ 
va fi valabilă şi pentru XA = 90°, devenind teorema lui Pitagora. A | 
Din rezolvarea problemei 4 deducem deci. — ~ 
| Teorema lui Pitagora generalizată. În orice triunghi, 
pătratul unei laturi este egal cu suma pătratelor celorlalte două laturi minus 
| dublul produs al celor două laturi înmulţit cu cosinusul unghiului format de 
\ ele, convenind să considerăm cosinusul unui unghi obtuz ca fiind egal eu cosi- 


nusul suplementului, cu semnul minus. 


B 


A C 


BC? = AB? + AC? — 2AB- AC cos A; “cos s= — cos(480° —`z), 


cos 90° = 0. 


Această teoremă se numeşte teorema lui Pitagora, „generalizată“. deoa- 


rece teorema lui vara este un caz PRA al ei, pentr u ASA Oa 


Problemă rezolvată 2. Cunoscind măsurile a două unghiuri ale unui tei- 
unghi şi lungimea laturii cuprinse între ele, să se determine lungimile celor- 


lalte două laturi (şi măsura cehu de-al treilea unghi). 
Vom considera un caz concret (fig. |. 64), 


Å. 
d 
ET k Concluzia 
BC = 40, XB = 25°, XC = 4U AB =., AC = 
IAEN a 


Rezolvare. Evident XA = 180°— (25° -+- 40°) == 115°. Vom considera, 


ca în problema precedentă, piciorul D al perpendicularei din C pe AB. Avem 


CD = BCsin. B = 10 - 0,425 = 4,23, jat XCAD = 65°, AC = Ce 
-sin CAD 
VA 9e 
= an == 4,66... Calculul lui AB se face ase initia ducind perpendiculara 
„906 
3 BC smn C 10-05 FAC 
din. B pe AC : AB = E e a za = 7,09... 
ci cut sin 1280 = l)o 0,906. aa O 
Observație. Dacă vom conveni să considerâm -c că sin VU” = | şi că 
pentru 90° < y < 1805, sin s = sin180%—z), âtunci in tigura L64, de sxem- 


BG ag y 
e i ua 
vaiabiiă in toate cazurve (chiar cînd i B ar li obtuz). 


plu, am putea seme direct E D = ACsin A şi deci AC. = 


Probiemă rezoivaiă 5. Gunoscind júngimiie ce;or breil atari ale unui tri- 
unghi, să se afle măsurtie unghiuryór sale, 


Vom considera, ca mai m dei un caz concret (lia, 1.02), 


Concluzia 

AA te =X B s 

ya 
i hezo/Varea. este shnpiš, pe baza teoremei lui Pitawora ponerăli dată, 

BC? = A be ACE — 24 B-.ACens A, dem 49 = 95 4-04 — Sens A; cos d = 


t ano SNI A . 
SER XA = 60, Asemănător oblinem 64 = 49 +25 — 7Ueos H, cos E = 


~ = 0,142., XP = 94...“ şi 25 = 49 ++ 64 — leos C, cos C = eee 


LX) 
= 0,150... XC = 35... Bineinteles că ultima! anehi putea hi dedus din cele- 
laite două — suma unghiurilor trinnobiului. fiind 480°. 

Observaţie, Uneori, cind atit datele problemei, cit şi ceea ce se cere cale 
culat, se referă numai la lnnximi de seoinente. este avantajes să nu miw antre- 
nām şi unghiuri în caleniele noăstre şi să enunţăm teorema lui Pitawura gene- 
valizată astiei: põírutul une latuit o nna? trtuiohi este opui en stinu pi! tr alelor 
celorlaiie două plus sau mings, după cum unghiul opus este ohinz sau asenti, 
prodosul dintre una din celelalte două şi proteckiu celeilalte pe cu, 


C E 
pa B D A B 


BC = = AB’ + ACE — 2AB- AD BO? = AD 4 ACHAB AD 
AD = = ACeus 7 


De exemplu, dacă in situaţia din problema rezolvată 3 am dori gà cal 


uly äm nălţimea din Ba a triunghiului, am à cajouja in matii distanpi AD- de | la 4 


artio lormată 


nn 


$ 


n a a e a 


—_— 


a: 


la piciorul înălțimii prin formula de mai sus și am găsi AD = 2 „ iar apoi din 


2 
IE să 
Ne dar pă 


teorema lui Pitagora am deduce BD = | AB? — AD? = 


8. Probleme 


1. Care sint toate valorile ce le ia cos x, cînd æ variază de la W la 
180°? De cite ori este luată fiecare din aceste valori? 

2. Aceleaşi întrebări ca la problema 1 pentru sin z. 

3. „Rezolvaţi ecuaţiile“ cos z = 0,75 cos x = —0,39, cos s = 1,6, 
precum și sin æ = 0,4, sin e = —0,34, sin e = 2., 

4. Să se arate că relaţia sin? + cos?z = 1 este adevărată pentru 
orice æ cuprins între 0° şi 180% 

5. Exprimaţi, pentru 0° < a < 90, sin (90° + 2) şi cos (90° + s) in 
funcție de sin g, cos x. 

6. Este adevărat că cos s = |\/ I — sin? 
1802 Dar sin v = |T = cos2c? 

7. În problema rezolvată 2, figura 1.64, determinaţi lungimea AB 
fără a mai duce perpendiculara din B pe AC. 

8. Un triunghi are unghiurile de 60°, 45%, şi 75° iar latura dintre 
unghiurile de 75° şi 45° de 4 cm. 

a. Determinaţi lungimile celorlalte laturi, 

b. Folosind şi metoda găsită în problema, 7 deduceţi o expresie 
exactă pentru sin 75° şi cos 75°. 

9. Cele trei laturi ale unui triunghi au lungimile de 10, 12 și 8. 

e. Calculaţi lungimile medianelor acestui triunghi. 

b. Calculaţi unghiurile dintre mediane gi laturile corespunzătoare. 

10. Un triunghi are două laturi de 8 şi 44, iar unghiul cuprins între 
ele de 60°. Calculaţi lungimea celei de a treia laturi şi măsurile celorlalte 
două unghiuri. 

11. Un triunghi isoscel are laturile congruente de 8, iar unghiul 
din virf de 45°. Calculaţi baza sa, înălţimea corespunzătoare bazei. 
Deduceţi valorile exacte ale lui sin 22°30’ şi cos, 22°30” (în expresiile 
lor vor apărea, bineînţeles, radicali). 

12. Rezolvaţi problema 14 cu un unghi oarecare æ în loc de 45° 

13. Laturile unui triunghi ABC au lungimile de AB = 6, BC = 7, 
CA = 8. Pe latura BC se alege un punct D astiel ca BD = 3. Determinali 
lungimea AD. , 

14. Un triunghi are o latură de 12, unghiul opus de 56°, iar unul din 
celelalte unghiuri de 62°. Determinat raza cercului circumscris triun- 
ahiului. 

15. În problema precedentă, determinaţi şi raza cercului înscris în 
triunghi. “A 


a pentru orice z între 0° şi 


„16. Două laturi ale unui triunghi au lungimile de 9 şi 44, unghiul 
cuprins intre ele este de 40. Caleulaţi tungimea bisertoarei corespunză- 
toare laturii de 9. 

17. Laturile unui paraleiogram au hingimile de 5 şi 8, iar unul dim 
unghiurile sale are 50 

a. Caleulați hungimile diagonalelor 

b. Calculaţi unghbiurde dintre dagonale si laturi. 

e. Calculaţi unghii! dintre diagonale. 

15. Distanţa dintre centrele a două cercuri de raze 9 şi 13 este de 20. 

a, Calculaţi. lunormea coardei lor comune. 

b. Calculati unghiul dintre tangentele ia vele două cercuri intr-unul 
din punctele lor de intersectie. 

19. Aceeasi problemă, distanța dintre centre Mtod de 5. 

20. Bazele unui brapez au 15 respectiv 9 ca lungimi. iar laturile ne- 
paralele au 11 şi 13. i 


a. Cum arată trapezul. asa sau aşa > 


(Cu alte cuvinte: unghiurile ascuţite ale trapezului sint alăturate 
sau opuse.) 

b. Calculati lungimile diagonalelor trapezului. 

Calculaţi unghiwile trapezului, ţ 

d. Calculaţi unghiurile dintre diagonale şi laturi, 

e. Caleulaţi unghiul dintre diagonale. 
Încercaţi să rezolvaţi fiecare din puncte bazindu-vă ä pe cit mal puţine din 
rezultatele punctelor precedente. 


21], i, 


Bazele unui trapez sint lungi de 16 și 4, una din laturile nepara- 
lele are 6, tar ună din diagonale 12. Rezolvaţi pentru acest trapez puoig 
a-e din problema precedentă. 

22. Din două puncte ale unei drepte depărtate intre ele cu 4. ducem 
două segmente perpendiculare pe acea dreaptă. de lungimi 5 şi 7. Care 
este distanţa dintre celelalte capete ale acestor segmente., 

23. Într-un patrulater convex ABCD avem AB =. BG = I5, 
Gps 26. DA = 121/2. iar BD = 17. Calculati lungimea diaponalei AC. 

24. În problema 23 caleulaţi și unghiurile patrulaterului, unghiurile 
dintre diagonale și laturi. unghiul dintre diagonale. Š 

) 


25. In problemele 23 punetul D este in interiorul, in exteriorul 


sau chiar pe cercul ce trece pin 4. B. C? 


Aplicatii practice 


Heamintiţi-vă aplicaţia pratică de la pag. 26 şi rezolvați din nou pro- 
blemele respective, fără a mai măsura nimic pe hirtie. 


—— 


| 


Întrebări. Cu ce se uşureuză munca elevului din figura 1.31 dacă el are 
la dispoziţie tabelul de la pag 46? TULA 

Cum puteți afla, tără a trece riul, dacă aparatul meteorologic din figu- 
ra 1.67 este văzut de observatorul din punctul 0? 


CÎTEVA TEOREME ÎN PLUS 
(FACULTATIV) 
În problema 17 de la pag. 12 s-a cerut să se demonstreze: 
Teorema bisectoarei. Bisectoarele interioară și exterioară, a 
unui unghi dintr-un triunghi, împart latura opusă într-un raport, egal cu 
raportul -laturilor co formează unghiul (fig. 1.68) 


Fig. 1.68 


Ipoteza „ Conchizia 
XDAB= XDAC, XEAB' = XEAC ii DR EB a aE 


DOL EC AC 
„ - Demonstrația o vom schița numai. Alegem pe dreapta AB punctele 
D, E aşa incit AD’ = AF” = AC, D' fiind pe semidreapta AB’ iar Ey pe 


semidreapta AB. Se arată că CD'|AD, CE JAF şi se aplică teorema lui 
Thales în ABD'C tăiat de AD şi în A BAL tăiat de CL ete. Lat 
Pe baza teoremei bisectoarei vom rezolva: 
Problemă. Fiind date două puncte 4. B ŞI un număr fe diferit de! |. 


să se atle locul geometrie al tuturor punetelor 1/ pentru care Ma (dia. 1.69). 
$ MB 3 


ps 


Me” 


Fig. 1.69 


Tpoteza 

MA __ 

MB 

` Rezolvare. Să. ducem bisectoarea interioară şi cea exterioară a X AME. 
Ele vor tăia dreapta AB în două puncte C și D astfel încît, conform teoremei 


bisectoarei, Ce = vA = k. Deci punctele C şi D sint fixe, nu depind de 
j CB DB 


M, ci doar de A, B şi k (vezi problemele 4 și 5 de la pag 12). Avem şi 
MC | MD..., deci M se află pe cercul de diametru CD. 

i Pentru a rezolva complet problema, urmează să demonstrăm că orice 

. = d MA EAEN 
punct M de pe cercul de diametru CD. are proprietatea rA k (scrieţi ipo- 
T i 

teza şi concluzia acestei părţi a rezolvării). Această demonstrație intim pină 
greutăţi mai mari decit ne aşteptăm. Vom proceda prin următoarea metodă. 
Vom alege un punct M pe cercul de diametru CD, vom considera dreapta CM 
şi simetricul B' al lui B față de CM (fig. 1.70). 


A (Asa 3 D 


Despre punctele C şi D ştim că au proprietatea ce trebuie stabilită. deci 
presupunem că M este diferit de aceste puncte. Rezultă că CM nu este per- 
pendiculară pe AB, deci B' nu se află pe AP şi dreapta AP” taie dreapta 
FM-intr-un punct M (acest ultim fapt rezultă din BCC A, deci AB% CM). 
Rezultă uşor că M'C este bisectoarea XAM'B, deci (teorema bisestoarei) 


MBT CB Di DIR XE LE NA Id A RE Ei $ . ` să £ 


Conform primei părţi a rezolvării, W’ se va alla pe cercul de diametru 
CD. Dar dreapta CM nu poate avea mai mult de două puñcte comune cu 
Cad: „MA 
acest cere, deci M' = M TA k, qe.d. 
MB 
Observatie. Pentru k = 4, locul geometrie din problemă este media- 
toarea segmentului A B. 
k š - MA 
Cercurile ce apar ca locuri geometrice ale tuturor M cu a k, pentru 
MB 
un segment dat AB şi pentru diverși Æ == |, se numese cercurile lui Apollonios. 

Problema rezolvată 2 de la pag. 11, impreună cu problema 15 de la 
pag. 13 arată valabilitatea următoarei teoreme. 

Teorema lui Menelaos., Dacă o dreaptă d ce nu trece prin 
niciunul din vîrfurile unui triunghi ABC taie dreptele BC, CA, AB respectiv 
a ; „MB NC P 
în M, N, P, atunci — ——. FA = +4. 

MC NA PB 
Convenim, la fel ca în cazul puterii unui punct față de un cere, să consi- 
< M a Ep ea e z ait : l p3 ` 
derăm că E este negativ dacă M se află în interiorul segmentului BC şi pozi- 
M 7 

tiv dacă M se află pe dreapta BC, dar nu în interiorul segmentului BC. Valoa- 
rea -44 din enunţul teoremei spune că sînt două posibilități: două din punctele 
M, N, P sînt în interioarele segmentelor respective iar al treilea nu (fig. 1.74) 
sau niciunul dintre cele trei puncte nu se află în interiorul segmentului res- 

pectiv (fig. 1.72). 


Fig. 1.74 


Această teoremă ne dă posibilitatea să imaginăm o metodă de a demon- 
stra că trei puncte sint, coliniare. 

Următoarea teoremă ne oferă o metodă de a demonstra că trei drepte 
sint concurente. 3 

Teorema lui Ceva, Dacă D este un punet nesituat pe niciuna 
din dreptele AB, br, C1, unde ABC este un triunghi, şi dacă M, N, P Sînt 


56 


„* BM — BC - BM - MC (fig. 1. 74). | 


punetele de intersecție respective ale lui AD cu BC, lui BD cu CA şi CD ea 
MB NQ PA 
MC! NA PB 
cu privire la semnele rapoartelor ce apar) (fig. I. 73). 


AB, atunci avem 


= — 1 (unde facem convenția de mai sus 


Fig. 1.73 


leul ei C | 


(Se poate întimpla ca figura să arate altfel: numai unul din punctele M, N, P 
să se afle în interiorul segmentului respectiv). 
Demonstratie. Teorema lui Menelaos în A ABM tăiat de PDC dă 


PAOB DM AV 
- E == ai 4 că Ga asi a mă î N šiat, T ă | 
i te 11, iar aceeaşi teoremă în A ACM tăiat de NDB dă 


NC DA BM | 


ma di zc O tt A 
Să înmulţim, membru cu membru, cele două egalităţi. În dreapta obţi- | 
nem evident +, iar în stinga DM DA este +i 4 BM =h BM, iar CB INA A. 
DA DM CM MC BC 


Se ajunge imediat la relaţia dorită; mai mult , modul de redactare al demon- 
straţiei nu este influențat cu nimic de inlocuirea figurii 1.73 cu o figură descrisă 
„în paranteza de după figura 1.73“ q.e.d. 

Să dăm și „rezultatul“ problemei 13 de la pag. 52 rezolvată cu date literale 
impreună cu demonstraţia sa. 


T eorema lui Stewart. Dacă M este un punet în interiorul 
laturii BC a unui triunghi ABC, atunci AM- BC = AB? MC + AC. 


Fig. 1.74 | 


B M G 


Demonstraţie. Teorema lui Pitagora generalizată în AARM., AABC, I| 
dà AM?= AB? + BM — 2AB- BH -cosB, 
AC? = AB? + BC? — 2AB - BC - cosB. 


Blimainăr pe cos&' înmulțind prima relaţie cu BC, şi scăzind din ea 
pe a.doua, înmulțită în prealabil cu BM. Relaţia ce- se obţine se serie, după 
ce trecem termenul 402: BM în membrul doi: 

AM: BC = ABA BO — BM) + AC?- BM — BC - BM(BC — BM) 
de unde pină la relația dorită mai este numai un pas: BC — RBM — MC. 


9. Probleme pentru par agratul | facultativ 


1. Ce devine teorema lui Stewart cind M este mijlocul lui po 

2. Calculati lungimile bisectoavelor unui triunghi cunoseind lungi- 
mile laturilor sale. 

3. Desenaţi o ligură în care, în acelaşi triunghi, să se poată aplica 


și teorema lui Menelaos şi teorema lui Ceva, două din cele trei. puncte_ 


liind aceleași în: ambele aplicații. Enunţaţi rezultatul obținut. 
4. Enunţaţi şi demonstraţi reciproca teoremei lui Menelaos. 
Aceeaşi. problemă pentru teorema lui Ceva. 
8. Se consideră trei cercuri, ce n-au centrele coliniare, şi astfel incit 
printre ele să nu existe două care să fie interioare sau tangente interioare, 


(Ci), (Co), (Ca). Tangentele comune exterioare ale lui (C,) şi (02) se întâi]. 


nâse în Ano definim asemănător punctele Aoa, Azi: Să. se arate că cele 
trei To sînt coliniare. s 
: Enuntati o problemă asemănătoare cu problema 6 6, in care să. 
fie a şi de tangente comune interioare. 
8. Cercul înscris ìn. triunghiul ABC. atinge laturile BC, CA, AB 
M, N, P respectiv. Demonstrați că AM, "BN, CP sint Ea 
9. Enuntati o problemă asemănătoare cu problema 8 în care să fie 


vorba de un cerc tangent celor trei laturi ale unui triunghi, altul decit, 


cel înscris. 
"10, Care este locul geometric al punctelor pentru care diferența 
“pătratelor distanțelor la “două puncte date să fie constantă? 
11. Care este locul geometrie al punctelor ce au poieni egale față 


de două cercuri date? 


'19, Locul geometric din problema Li se numeşte „axa radicală“ 


a celor două cercuri. Formulaţi și dernonstraţi o teoremă care să aibă: 


drept căz particular pe cea din problema 5pag. 33. 

13. Pe laturile BC, CA, AB ale unui triunghi se consideră punctele 
M, N, P astfel re AM, BN, CP să fie concurente. Fie W, VW, P' 
simetricele lui M, N, P față de mijloacele mi BC, CA, AB. Demonstraţi 

AM, BN, a sint concurente. 

14. Dintr-un punct W se duc perpendiculare pe laturile BC, CA, 
AB ale unui triunghi; fie D, E, F picioarele lor. Să se demonstreze că 
BD: + CB? + AB = CD? + AE2 + BPR, Enuntali și demonstrați o 
reciprocă. 


* Rezultatul se numeşte „teorema medianei“. 


15; Determinaţi locul geometric al punctelor pentru care suma pătra- 
: 4elor distanțelor la două puncte date A şi B. este constantă. 

16. Se consideră un punct A şi o dreaptă d ce nu trece prin el. Fie 

d! paralela la .ce trece prin mijlocul segmentului cu capetele în A și 
in piciorul perpendicularei a din A pe d. Să se demonstreze că locul 
geometrie al punctelor egal depărtate de A şi d este tot una cu locul 
geometrie al punctelor pentru care distanţa la a este medie proporţio- 

nală între distanţa la d’ şi dublul distanţei de la A la d. 
17. Într-un triunghi se cunosc două laturi a, b şi unghiul 8 opus 
uneia din ele. Determinaţi cea de a treia latură şi celelalte două unghiuri. 
A 


Diseuţie:. în. ce. cazuri; avem; 0 soluţie, în ce cazuri dauă şi în ce cazuri 
niciuna. 5 ss se, motel bă A a mia aa aa i 


"Observaţie. În aragia dinainte-am învățat să. rezolvăm toate cele 
trei probleme ce ni le-am pus anul trecut cu oazia construirii triunghiu- 
rilor. Anume: cunoscînd trei din elementele unui triunghi (nu toate unghiuri), 
să 'caleulăm celelalte trei. Din problemele ce le-aţi rezolvat, aţi învățat să cal- 


culaţi lungimi gi unghiuri ce apar în paralelograme, trepere, patrulatere oare-, 


care, ereuti, 
- Aplicațiile practice ale geometriei ne pun tocmai astfel de probleme. 
În acest paragraf aţi luat cunoștință de posibilităţi de a continua dez- 
voltairea geometriei în stilul în care v-am prezentat-o. Aţi văzut, că se mai 
pot demonstra teoreme. interesante, frumoase, asupra figurilor ce le cunoas- 
terh; astfel de teoreme sînt încă mult e. Enunţarile lor nu se complică mereu. 
Ce simplu este enunţul problemei 8, și ce dificilă, dacă nu imposibilă, apare 
soluţia ei dacă n-am cunoaşte teorema lui Ceva. Avem astfel o idee asupra 
resurselor de care dispune mintea noastră în acțiunea ei de cunoaștere a 
lumii, 

În clasa a IX-a, la „Geometrie plană“, veţi relua cunoștințele căpătate 
in clasele VI—VII la un niel mai înalt de rigurozitate şi veţi face- cunoștință 
şi cu alte teoreme de geometrie, 

Atunci veţi stăpini mai bine decit, acum calculul algebric și veţi. putea 
rezolva ecuaţii de gradul 2, ceea ce vă va permite să trataţi multe din proble- 
mele ce le-aţi rezolvat pină acum cu date literale. 

În clasa a VIII-a veţi folosi cunoștințele din clasele VI—VII pentru 
studiul figurilor în spaţiu și pentru calculul elementelor lor. 


A CAPITOLUL 2 
ARII 


INTRODUCERE 


Noţiunea de are era bine cunoscută, încă dinainte de a bi inceput, In 
clasa a VI-a, studiul geometriei. Astfel. în figura IL.4, intuitia ne îndeamnă 
sà spunem că aria ABC este mai mare decit aria DEF, in ciuda faptului cå 
DEF este mai „lungă“ decit ABC. Există o situație geometrică in care ariile 
se adună, asemănătoare cu cele în care se adună lungimile segmentelor sau 
măsurile unghiurilor: in fig. ILA avem aria GHIJK = aria GHI + aria 
GIK + aria IJK. 


Q 


A RE 


== 


Dar noi nu am luat în considerare noţiunea de arie cind am deseris, in 
partea l-a manualului de clasa a Vl-a, noţiunile de bază ale geometriei plane. 
Este cazul să privim aceasta ca o lipsă? Nu. deoarece astfel de noţiuni, sugerate 
de experienţa noastră și nu de logica dezvoltării geometriei, mai pot apărea 
și chiar vor apărea în capitolul 3. 

Ne aflăm deci ın fala unei situaţii noi. lutuiţia noastră pune în evidență 


p noţiune nouă şi uuele proprietăți ale ei. Noi „simtim“ că aceasta este o noţiune 
de ecometrie. Se pune problema să exprimăm toate acestea în limbajul geo- 
metriei noastre, cu alte cuvinte să delinim această noţiune şi să demonstrăm 
proprietăţile descoperite de noi înainte, 


Cum în clasele precedente aţi mai învăţat cum se caleulează ariile, noi 
vom merge aci „drept la țintă“, fără a ignora cunoștințele de pină acum 
asupra ariilor (evident însă, fără a ne baza pe ele în demonstraţii), 

Observatie. Cind vorbim de aria unui triunghi, ne gindim de fapt nu la 
aria figurii formată de virfurile triunghiului, ci la aria „interiorului triunghiu- 
tui“, înţeles drept mulţime a tuturor punctelor care se află de aceași parte 
a oricăreia din laturile triunghiului ca și virful opus (fig. 11.2). 


Fig. [1.2 


Dacă privim schema triunghi — interiorul său — aria, observăm că 
fiecărui triunghi, chiar gîndit ca o figură formată numai din trei puncte 
(vîrturile) îi corespunde o arie. Un astfel de mod de a gindi senrtează expune- 


rea, evitînd repetarea inutilă a cuvîntului „interior“. 


Aria unui triunghi 


Definiție. Prin aria unui triunghi înțelegem jumătate din pro- 
dusul dintre o latură a triunghiului şi înălţimea corespunzătoare acelei laturi. Cu 
alte cuvinte aria unui triunghi este egală cu jumătate din produsul dintre 
„bază“ şi „înăltime“). ; 

Aria triunghiului ABC o vom nota Sano. 


A D B 


Avem trei posibilități de a calcula aria unui triunghi dat, corespunză-' 


toare celor rei laturi ale sale, și nu ştim dinainte că toate trei conduc la 
acelaşi rezultat. Ar fi trebuit deci să demonstrăm, înainte de a da definiția 
de mai sus, o teoremă, al cărei enunț îl puteţi uşor deduce (vezi chiar pro- 
blema 9 pag. 24. 

Teorema asupra puterii punctului apăruse ca o teoremă importantă; 
din ea am dedus teorema lni Pitagora. Teorema ce va trebui s-o demonstrăm 
aici, deși „de neînlocuit“ în acest paragraf. nu apare ca o teoremă atit de 


6l 


ai 


iportantă în alte câpitole incât să merite să lie pusă în rind cu teorema 
hui Thales, ew'eea à lui Pitagora ete... O astfel de teoremă se numește , „emă“: 


deci prin leti vom înțelege tot o teoremă, însă care are numai wn rol a > 


Istoria matematicii cunoaște însă exemple în care o „umilă lemă” a. 
slirşit prin a deveni mai celebră decît teoreme demonstrate pe baza ei. 

lemă. Într-un triunghi. produsul dintre o latură şi înălțimea cores- 
punzătoare ei este același pentru toate cele trei laturi (altfel spus, definiţia 
precedentă este corectă). 


A 


Dr TF G 
Ipoteza 3 i Concluzia 
AD I BC, BE AL AC (fig. TL4) AD- BC = BE- AC 
Demonstratie AACD ~ ABCE, conform cazului ia de asemânare, 


iasa egz ADC = 907 =: BEC AXC == XC. Rezultă = 4P., de unde 


[a d 
obtinem, scriind că produsul mezilor este egal cu al extremilor, relatia din 
concluzie. 

Observație. Aria unuj triunghi depinde de unitatea de măsură aleasă 
pentru lungimi. Dacă ìnlocuim această unitate cu alta, de /k ori mai lungă 
decit prima, atunci lungimile tuturor segmentelor se impart cu k, iar toate 
ariile triunghiurilor devin de 4? ori mai mici. 

in introducere am vorbit, de o situație în, care ariile se aduni. Un prim 
fapt de acest fel este stabilit în. teorema, următoare. 

Teoremă “(proprietate de aditivitate: pentru arii). Dacă D este un 


punet din interiorul laturii BC a unui triunghi A BC, atunci S «po = Sago + 
+ Sorig ID) y 
A 
A vi) C 
Demonstratie. Să considerăm inălțimea AH. Avem Sage = BO AH 


5) 


(BD > DOAR _ PD- AH , DO AH Pin 
Fei age me a o a o APD FEAD 94: ass 


"Observaţie. Enunţul „proprietätii generale de aditivitate“ esle complicat 
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şi nu-l vom da. În problemele 6, 7 de mai jos, vom indica alte expresii ale 
acestei proprietăţi; în pietate următor vor apărea de asemenea alte pro- 
prietăţi cărora li se potriveşte acest titlu. 

În încheierea acestui paragraf, să arătăm cum teoremele demonstrate 
aici, deşi simple, permit scurtarea rezolvărilor unor probleme. 

` Problemă rezolvată. Să se demonstreze că suma distanțelor unui punct 
din interiorul bazei unui triunghi isoscel la cele două laturi congruente este 
constantă. i 


Fig. 11.6 


. Ipoteza i Concluzia 


DE LAB, DF AC, AB = AC DE + DF = «. (constant), 


„Demonstraţie. Aceasta este una din problemele a el. VI-a“. Acum putem 


face demonstraţia astfel. Să scriem, conform teoremei de aditivitate, Sape 


y AB. DE AC DET - AB DE -+ L DF 
= Sann + Saon, deci Sape = <E p SS Het 2 Obţi- 


nem DE AB 


interiorul segmentului BC. 


10.. Probleme* 


îm. A, Exprimaţi aria unui triunghi dreptunghic, 

9. Care este aria unui triunghi dreptunghic isoscel de catetă a? 

2. Care este aria unui triunghi echilateral de latură a? 

4, Cunoscînd două laturi și unghiul cuprins între ele, exprimaţi aria 
unui triunghi. Care este raportul ariilor a două triunghiuri ce au ua 
unghi congruent. 

5. Calculaţi aria unui triunghi ale cărui laturi au lungimile sale 
13, 20 şi 21. 

6. Pe laturile AB, AC ale unui triunghi se consideră punctele D,E. 
Arătaţi că Sano = SADE w SBDE +- Saca. 

. În interiorul unui triunghi ABC se consideră un punct M. Arä- 
a că Sago = Satu + Seem + Scam. 
8. Într-un E RA ABCD avem Sac = S DBO: 


* Problemele 12 și 44 sînt facultative. 


63 


+ DP = —/P2, deci este aceeaşi pentru toate pozițiile lui D în 


9. Raportul distanțelor de la mijlocul unei laturi a unni triunghi la 


celelaite donă laturi este egal eu inversul raportului laturilor respective. 
10. Demonstraţi, prin arii, teorema bisoetoarei (pag. 54). 
1. Intr-un triunghi ABC, simetrica medianei AD faţă de bisec- 


toarea AFE taie BC în F. Determinaţi raportul Z 3 


12. Simetricele medianelor unui triunghi față de bisectoarele virtu- 
rilor respective sînt concurente. 

13. Suma distanțelor unui punet din interiorul unui triunghi echila- 
teral la laturile triunghiului este constantă. 

14. Demonstraţi, prin arii, teorema lui Ceva (pag. 56—57). 

15. Raportul ariilor a două trinughiuri asemenea este egal eu pătra- 
tul raportului de asemănare. 

ip. Raza cercului înseris într-un triunghi este situl dintre dublul 
ariei triunghiului și perimetrul acesteia, 

17. O paralela la latura BC a unui triunghi ABC taie laturile AB, 
AC în, M, N. Să se arate că aria Priunghiului A BN este medie proportio- 
nală intre ariile trinnghiurilor ABC şi AMN. 

15. Ariile a două triunghiuri congruente sint egale. 

19. Care este locul geometrie al viriului A al unui triunghi ABC, 
ce are virinrile B, C fixe iar aria constantă? 


ARIA UNUI PATRULATER 


Înainte de a o defini. avem nevoie de o lemă. la fel ca în paragralul 
precedent. Anume: 


Lemă. Fie ABCD un patrulater convex, Atunci Sage + Sanc =. 


= Scop + San (fig. 11.7), 


C Pie ur 


' 
Demonslrujie. Să notăm cu O intersecția diagonalelor patrulaterului. 
Contorm proprietăţii de aditivitate avem Sage + Sape = Saor + Spoc + 


+ Sroa + Scop = (Saoc + Scop) + (Saos + Spoa) = Spon + Saep, qed 


GA 


Definitie. Prin aria unui patrulater convex A PCD înţelegem numă- 
rul Sage + Sapo (vezi fig. 11.7), notat cu SaBpop. 

Observatie. Problema corectitudinii acestei definiții rezolvată prin lema 
precedentă, apare datorită faptului că am convenit să considerăm patrulaterul 
ABCD drept, tot una cu BODA ete. 

Înainte de a enunta teorema privind aria unui paralelogram, să reamin- 
tim că dacă avem două drepte paralele æ şi b, (fig. 11.8), atunci distanţa de la 
un punct A de pe a la dreapta b este aceeaşi pentru toate punctele A € a; 
ea se numește „distanța de la a la b“ şi este tot una cu distanţa de la b la a. 


A A B 


a ijù 


A A; |: 


Vom numi înălțime corespunzătoare, unei laturi a unu paralelogram 
distanţa între acea latură și latura opusă. 

Teoremă. Aria unui paralelogram este egală cu produsul dintre o 
latură a sa şi înălțimea corespunzătoare. 


A Cat 
| 
; I l 
Fig. I.9 i 
zl 
Ipoteza Concluzia 
AB I|CDADI|BC Sascn = CD - AA’ 


AA ECD CE LAB 
Demonstraţie. Avem AA' = CC’ conform proprietăţilor distanţei între 
dreptele paralelele A B, CD menţionate mai sus și AB= CD (opus în paralelo- 
ace + ai Se TD AA 
Consecința 1. Aria unui dreptunghi este egală cu produsul dintre 
ungimea şi lățimea sa. 


gram). Obţinem Saucp = Sago + Sacp 


Fig. 11.10 Sasco = AB: AD 


5 — Matemaţică-geometri >, cl. a VIl-a 


1 


Consecința 2. Aria unui pătrat, este egală cu pătratul lungimii 
laturii sale. PE 


i 


Snoop = AB2. Fig. 11.114 


Teoremă. Aria unui trapez este egală cu produsul dintre semisuma 
bazelor sale și înălțimea sa (înţelegînd prin înălțime a unui trapez disiania 
dintre baze ). 


Fig. 11.42 
ct Concluzie 
AB |CD, DD' L AB pe = AB +00 py 


Demonstraţie. Să ducem şi BB' L CD, B' fiind situat pe dreapta CD. 
Avem BB' = DD' (distanţa dintre dreptele paralele AB, CD). Obţinem 


AB-DD' , CD: BE’ _ (AB + CD)DD! 
Sazon San eh SBa =e e a a a 


Observaţie. În general aria unui poligon se defineşte ca suma ariilor 
unor triunghiuri în care acesta „se descompune“ (fig. 11.13). 


11. Prob'eme St ue $ 


ete. 


1. Aria unui pătrat este de 5 cm?. Care este lungimea laturii sale? 

2, Exprimaţi aria unui romh în funcţie de lungimile diagonalelor sale. 

3. Cunoscînd lungimile celor două diagonale ale unui patrulater 
convex cu diagonalele perpendiculare, să se afle aria sa. 

4. Exprimaţi aria unui patrulater convex în funcţie de lungimile 
diagonalelor şi de unghiul dintre ele. 

5. Detiniţi aria unui patrulater concav ca diferenţa ariilor a două 
triunghiuri. Aveţi nevoie de vreo lemă în prealabil? 

6. Indicaţi trei moduri în care se poate „descompune“ un patrulater 
concav în două triunghiuri, după modelul situaţiei din definiţia ariei 


unui patrulater convex şi demonstraţi că în “fiecare din aceste cazuri 


suma ariilor celor două triunghiuri este egală cu aria patrulaterului, * 


definită în problema 5. 
« Fie ABCD un patrulater convex, E un punct interior laturii AB. 
Arătaţi că Sanop = Sane + Seeoo- 

$, Fie ABCD un patrulater convex, M şi N două puncte interioare 
respectiv laturilor AB, CD. Arătaţi că Sagep = Saunp + SBuNo- 

9. Fie M, N, P, O puncte interioare laturilor AB, BC, CD, DA ale 
unui patrulater convex ABCD. Demonstrati că Sagcp = Sunpg +È 
+ Spun t Some + Spre + Sagu: 

10, Definiţi aria unui. pentagon convex; va trebui demonstrată în 
prealabil o lemă. i 


11. Cunoscînd lungimile laturilor unui patrulater convex, determi- ` 


nați aria sa. 
12. Aplicaţie practică. Ce trebuie măsurat pentru a determina ariile 
din figura 11.14? 


Fig. 11.14 A CĂ 


13. Cum faceţi pentru a determina aria unui teren care are în inte- 
riorul său o clădire (este vorba de aria terenului „inclusiv“ clădirea), 


clădire de o formă mai complicată” 


Fig. 11.45 


14. Cum faceţi pentru a determina aria unui teren în care un viri 
este inaccesibil? 


Fig. 11.16 


- Îmeercaţi să rezolvaţi probleme de tipul 12—44 electiv pe teren. 


Í 

15. Se consideră mijloacele M, N, P, O ale laturilor AB, BC, CD, 
DA ale unui paralelogram. Dreptele AN, BP, CO, DM determină un 
paralelogram. Care este raportul dintre aria acestui paralelogram şi cea 
a celui iniţial? 

16. Raportul dintre baza mare şi baza mică a unui trapez este k. 
Se duc diagonalele și se prelungesc cele două laturi neparalele pină cînd 
se întilnesc. Să se afle raportul dintre aria fiecărui triunghi format şi 
aria trapezului. Puneţi în evidență cele două triunghiuri de aceeaşi arie, 

17. Aflaţi unghiurile unui romb a cărui latură este medie propor- 
ţională între diagonalele sale. 

18. Dacă segmentul ce uneşte mijloacele a două laturi opuse ale 
unui patrulater convex împarte patrulaterul în două patrulatere de 
aceeaşi arie, atunci patrulaterul iniţial este un trapez sau un paralelo- 
gram. 

19. Construiţi un triunghi ABX ce are aceeaşi arie ca şi un patru- 
later convex dat ABCD. 


În încheiere, vom prezenta modul cum se poale stabili teorema lui 
Pitagora cu ujulorul noțiunii de arie. i 


A__a 


DB adi TC 


În figura 11.147 ABCD este un pătrat, AM = BN = CP = DQ = 4 
iar AQ = BM = CN = DP = b. Din triunghiurile congruente AMỌ, 
BNM, CPN, DQP deducem congruența unghiurilor marcate cu o linie, 
respectiv cu două şi apoi, pe baza teoremei sumei unghiurilor într-un 
triunghi, că MNPQ este un dreptunghi. Din congruența acelorași 
triunghiuri deducem că MN PQ este un pătrat. Scriind (vezi problema 9) 


S ABCD = SMNPQ + Saua + s.. deducem că (a -j b)? = MN? +4 =, 


deci MN2 — a? + b?, ceea ce este tocmai teorema lui Pitagora. 


Problemă distraelivă. Împărţiţi poligonul din figura 11.18 în cinci poli- 
goane astfel incit, aranjindu-le altfel, să se formeze din ele un pătrat. 
Rezolvare. Aria poligonului este 3, deci latura pătratului ce se va forma 


7 EI GE v pa Ai sa a at : å 
y L3 ti y3. Dacă examinăm mai atent figura, găsim ìn ea segmente de lungime | 
V2. V5i-dar nu de Vă. 


Fig. 11.18 


) man p g si z p a | 
Să transfor 1 înti oli onul într un di eptun shi de formă al apro | 
t- g] TI ! 
pată de cea pătrată: | 


: 
7 


D 
1 
2 


Apoi să lranslormăm dreptunghiul intr-un paralelogram, ce are una din | 
í A, ztu > $ ý y 
laturi 3, dar avînd grijă să nu atingem tăieturile existente. | | 


Z | 


Fig. 11.20 


Ch | 
Latura din stinga a tri iului | 
2 riunghiv se calculează prin teor i' Pi 

din va a triunghiului G se calculează prin teorema lui’ Pita- | 

gora, găsindu-se -> < a sî iguri | 

gora, găsindu-se zy < 1, de unde sintem siguri că tăietura ce separă pe G | 

nu le întilneşte pe cele dinainte. | 

in fi 5 i i j | 

PER ne, cum aria paralelogramului obținut este tot 3, ca si a fiourii | 

iniţiale, rezultă că inălġi : ă | E | 

A di si è “amea sa corespunzăloare acestei laturi va fi V3 şi N 

-i după această înălțime, v : ă i a | 

EP bere de dle tin e, A om putea compune pătratul dorit (vezi | 

. 11.24). Da ere să tăiem polig în 5, iar tăi ă 

înălţime riscă să conducă la 6 părţi, cu ar E al lana ară 

ălţim ti, xcepţia cazului cînd am face-o î | 
ue À e-o înce- 

p gi colțul dreapta jos P al paralelogramului (fig. 11.21) 

uce tinge: această tăi ï ile i 

cumva atingem cu această tăietură „bucăţile mici“? Un calcul ne | 


arată că nu! Distanta MN es | pi 
t 4 ta MĂ este N io 4 : a Sia 
de — — vezi fig. 11.19— iar înălțimea din 


P taie dreapta MN intr-un punct Q așa încit A P MQ este asemenea cu G si | 


69 | 


A Ea p Ai. i iL eih 
i He -yi0 = Ë > Î (inegålitatea 
din acea asemănare obținem A = ~ de unde MQ = nie (in ga 


3 > 3 
ata A) 
2 waa j A 
ră ue ze waen a i 
se verifică prin calcul direct sau prin ridicare la pă T 


; Fig. I.2 i 
NS 


să observăm și că est wiunghi dreptunghic cu unghiul „din 
Să observăm şi că G este un trung 

dreapta“ de 30° Aceasta ne arată că XQPM = 30%, deci PQ întilnește latura 
reapti: 30. 3 ; i 

5 j i e > « 2 = 1 de capătul 
ogramului într-un punct la distanța d : 2 =—1 dec 


opusă a paralel 


din dreapta al acestei laturi, deci în interiorul ei. 
“Există şi altă soluție: 


Ex p icat 1-0 ŞI incerca bi sa gi siti şi altele Li ` 
Y. 9 cal à > ASIUL $ : | : 

uVe: tua nce t aceeaşi pr olemă șI í l J! p 18g a bă p lel 

Ev NU | | rca obl mă sl in a te ol oane: un aralelo 


gram, un triunghi ete. 


POLIGOANE REGULATE 


Definiţie. Numim poligon regulat un poligon ceu, toate laturile 
congruente și toate unghiurile congruente între ele. i Fi : - 
' Dacă printr-un procedeu oarecare impărţim un cerc in n (n > = 
egale si ducem corzile care subîntind pe iiecare din ele, unind punctele de 
diviziune succesive, obţinem un astfel de poligon. 
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Unghiurile acestui poligon sint congruente fiind inscrise în arce de 

e e a 80N ate e E 

măsuri egale due, (n — 2) iar laturile sînt: congruente subintirizind arce 
n 

360° 


de. aceeaşi măsură: =. 
$ n 


Am pornit prin a constata că astfel de poligoane regulate există. Să 
demonstrăm următoarea: 


Teoremă: Orice poligon regulat se poate înscrie într-un cere, 


A 

TAA, 
M, 
i A A 
Fig. 11.24 0 3 
> Á M, 
A, 

_ fa, 


' Demonstratie. Dacă XA, = XA, = XA; 2 e XA şi laturile 
Aido = AA; = Aga: = AmAn ducem mediatoarele laturilor A, As și AsAa 
(vezi figurile 11.23, TI.24 şi notaţiile de acolo). Mediatoarele MO şi M0 
se întilnesc în O. (Dacă nu s-ar întilni, ar însemna că sint: paralele deci că 
XAsAzAg = 180° ceeace este absurd). Triunghiurile A M40 = 
= AM3430, (M, şi M, fiind. mijloacele laturilor A, A respectiv 4,4). Re- 
zultă că OAg este bisectoarea lui X A,A Ag. MO fiind mediatoare, segmentele 
0A = 043. Ducem OM, LAA, Triunghiurile AOA, M, = A0A3M, pentru 
că ipotenuza OA, este aceiași și 37,430 este jumătate din unghiul poligonu- 
lui, deci congruent cu XOA, Ma. Rezultă că şi M,A = Az Mg, deci OM, este 
mediatoarea lui A44 deci, OA, = OA, La fel se arată că OA, = OA; ete. 
Deci toate punctele A,, As ..., An sint egal depărtate de 0. Teorema este 
demonstrată. Acest punet O se va numi centrul poligonului regulat. 


A 


Fig. 11.23 


A! 

Vom nota latura poligonului regulat cu n laturi cu /, (fig. 11.25). Știind 

AS > AA 3 s RAOS 

că un unghi la centru care subintinde o latură de poligon regulat are 
n 

şi cunoscînd raza R a cercului circumscris p oligonului, putem caleula AM (nnde 
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| 
| 
| 


d ue : . 180? 
159 şi deci h = 2R sin ati 
z , 


M este mijlocul laturii AA’). AM = R sin 


Segmentul OM dus din centru, perpendicular pe latură în punctul M se va 


o 


numi apotema poligonului regulat. O vom nota cu an, Și aa = R 008 — 


Dacă lucrurile par simple presupunînd deja făcută împărțirea unui cerc în 
arce egale, există totuşi anumite dificultăţi de construcţie. De pildă s-a de- 
monstrat că împărţirea unui cere în 7 arce egale nu se poate face cu rigla Şi 
compasul (această demonstraţie ţine de fapt de algebră și nu de geometrie). 
Fiţi atenţi: Nu am afirmat că nu s-a tăcut pină în prezent. Am afirmat că 
este dovedită imposibilitatea acestei operații. Construcțiile pe care le găsiți 
prin anumite cărţi de desen sint aproximative, contind şi pe gradul de imper- 
fecțiune a obiectelor cu care desenăm (grosimea minei creionului de pildă). 
Ele nu constituie procedee exacte ci numai utile. 

Vom găsi că unghiul la centru corespunzător laturii unui hexagon 
regulat este de 60° (fig. 11.26). De aici rezultă un procedeu simplu de on ca 
ţie a sa. Toate triunghiurile avind un virf în centrul hexagonului şi ca latură 


Fig. 11.26 


opusă lui, laturile hexagonului, sint triunghiuri echilaterale. Deci latura 
ă ; i ’ 

măsoară cît raza: l = R. Împărțim un cere în 6 părți egale luînd un punct 

A pe cerc drept centru şi cu o „deschidere“ a compasului cît R, trasind B şi F 
i Î i succesiv cent i i şi celelalte puncte 

(fig. 11.27). Mutind apoi succesiv centrul cercului obţinem şi celelalte p 


A Aaa N: : e PEY Š iile Of 
de diviziune, virfurile hexagonului căutat. Observăm că este suficie 


i i trei i gi celelalte 
găsim cu compasul numai trei puncte consecutive A, B, F, și za 
EU Ry 3 
le aflăm ducînd diametrele cu aceste extremități. Apotema de = -7 


72 : 7 


Dacă unim din două în două virfurile unui hexagon, de pildă A, 6, B, 
obţinem un triunghi echilateral. Calculind din formulele laturilor și apote- 


k SUA R 
melor, obținem L, = R 3 şi ag = e 
La pătrat (poligon regulat cu 4 laturi), unghiul la centru corespunzător 


este de 90°. Aplicind formulele obţinem 4 = R 2, a, = RE. 


„Poligoane“ regulate stelate 


Dacă împărțim cercul în cinci arce egale şi unim punctele de diviziune 
din două în două, segmentele AC, CE, EB, BD, DA vor fi laturile unui 
„poligon“ regulat de un tip anumit: Laturile lui se intersectează și în interios 
rul cercului, Acest „Poligon“ se numește stelat (fig. TI. 28). 


(El este un poligon regulat cencav,) 

Atunci cind am făcut afirmatia că or 
pe cerc, demonstraţia de mai sus era valah 
nu s-a întrebuințat nicăieri în demonstraţie faptul că poligonul ar fi convex, 
Trebuie numai să considerăm laturile complete, nu porţiuni din ele, cu virfu- 
rile lui, extremităţile laturilor, aşezate pe cere. 


ice poligon regulat are virfurile 
ilă şi pentru „poligoane“ stelate: 


O primă constatare: 
Presupunem că un cerc a lost împărţit într-un număr par de arce egale 
şi ducem ca laturi coardele sărind peste cîte un punct de diviziune. Obţinara 
un poligon regulat; cu un număr de laturi de două ori mai mic. De pildă avid 
virturile unui hexagon regulat din două în două, obţinem un triunghi A A 
teral. Se pune deci problema „Simpliticării“ cu un factor comun al avizului 
de diviziuni în care am împărţit cercul şi al „paşilor“ 


pe devizi — arcuri pe care“ îi 
sărim“ cînd ducem corzile — laturi. 


Să p Į i a s > e £ 
J € m ii pi ri, un cere In 4 
resupunem (6 a mpa hit | arce egale F acem un 
A G b t z inad tibilă "i | ` t x 
tabel in care apare ta frac Le ireduc J a rapor u din te număr ul de arce 


inițiale şi al „paşilor săriți“, În funcție de acesta vom preciza natura poligo- 
B 


y | 

| 
l „nului obținut. Notăm cu p numărul de diviziuni inițiale, cu % „paşii“ (arcele | -” Tabelul ar deveni mai ușor de reţinut dacă am adăuga la ay și la, cite 

| subintinse de o coardă) şi cu f ivaeţia ireductibilă obţinută din simplificarea un factor T pe lingă Ry ultimile două linii din tabel nu trebuie memorate. | 

raportului n/a i | 


o i 3 
$ | ] | E | 12. Probleme 
joi | waea a A a e va ; À 
m. J =s | ` 4 di 
| n | 14 44 | 14 | 14 | Ap | 44 44 | 1. În triunghiul echilateral ABC de latură a (fig. 11.29) se iau pune- | 
| TE IS e At ec Prea a a = | tele N, M € AB, N'P' € BC, M,Pe AC 
| EEN apti) a a ua | 5 "ae Nae: | | 
SE le o e ata a e a aa d 
ec pupi TNE PREA ăn | | 
stil ai mers ca N E ai Ea a ee | 
a N N BICA Ia aaa A A 
3 | | | | | | i | 
Eee al 3 aice De iti fă, | ia Pas | | | 
5 Om | 43 |. & | Edi E n i ig. 11.2 
E > pa | Ore O © AAE | Fig. 11.29 | 
45 | z Son | Za Bu aee De | e | 
3 |S80 | eee Sss ca loga ca LEE | | 
ză [az |ădzlae- | ae de-l Am | sg | | 
io) 
ză | 253 | m | AAS | Ea | Z5 > | TP ZA 


Am oprit aici tabelul. Dacă Æ = 8, atunci n — k = 6 şi este ca şi cum am 
fi început să socotim de la punctul inițial pe cerc in celălalt sens. Dacă in loc 

| de 44 am ti avut un număr impar de diviziuni iniţiale, de exemplu 2p + “M 
ne, opream la k == p; de exemplu la n = 17 ne opream la k = 8i 


| ; [i 

4 à; r 4 i i 7 e / | | 
| | ec opa Sala o | 
Determinaţi æ îm funcție de 4 astlel ca hexagonul MW PP'AN'A să fie | 

regulat. | | 


Altă constatare: dacă tracţia ireductibilă este un număr întreg, poligo- | 2. Pătratului din figura 11.30, de latură g i se „taie colțurile “în aşa fel 
nul este convex. Dacă numitorul lui f nu este | atunci poligonul este stelat | .. incit să „rămină“ un octogon regulat. Să se calculeze latura z a octogo- 


şi anume steaua are atitea „colțuri“ cit arată numărătorul. nului în funcție de latura æ a pătratului (fig. 11.30). id 
| Deci nu toate poligoanele stelate cu acelaşi număr de colțuri sint r | 
Îl „asemenea“. Heptagonul din coloana a IV-a diferă de cel din coloâna a VI-a, a bd a X T a à | 
i i : . AES : | 
"TI > A | 
$ Tabel de rezultate i i = | 
l | S a A : ai i Fig. 11.30 să | | 
| | ip" l; = RV3 l3 = Ea i | | 
E gi T = 5 | | 
pia Ry3 © AAS | „Eee, ; | 
i l = -RV2 ly = i : A A ; N zi EnS „nt : | | 

27 - A ] E | 

| $ f 

i A o A ag = EIB A io an TEE aaa | 

E $ 6 ; 3. Cunoscind l» şi R, calculați dn | 


| pi E TN A |n i 4, Folosind pătratul inscris in cere de rază R, calculaţi latura octo- | 
“O 2 t= (Y5 +1) ; îi E ia ari Ara ta AA a 
2 4 gonului convex inscris în cerc în functie de R. 


ES 
2 teii PA ame o IDR 
= 
Ii 
> 
| 
= 


5. Pe laturile -hexagonului regulat ABCDEF se construiesc in afară 
pătrate, şi în virfurile hexagonului, cu două latiri ale acestor pătrate 


14 ; 75 


ca laturi, triunghiuri echilaterale de tipul lui BHJ. Să se precizeze ce fel 
de poligon este GHIJKLIINOPRS (fig. 11.31). 


Fig. 11.34 


4. = get 
6. Precizaţi natura poligoanelor regulate pentru n = 7. Cite „tipuri 
de heptagoane stelate există? SA 
7. Precizaţi natura poligoanelor regulate corespunzătoare împărțiri 
cercului în 21 arce egale. Faceţi tabelul. 
8. Să se stabilească măsura unui unghi al unui dodecagon regulat 
convex (n = 12). nA 
9. Dacă un poligon are toate laturile congruente este oare regulat? 
10. Dacă un poligon are toate unghiurile congruente este oare 
regulat? ' A 
11. Găsiţi numărul diagonalelor unui octogon regulat convex. Era 
iză ă ioi reculat? 
necesar să precizăm că poligonul este regulat: 
12. Să se demonstreze că în orice poligon regulat convex se poate 
inscrie un cere, adică se poate construi un cerc tangent la toate laturile 


: 
sale. f i i 
Să se arate că centrul cercului inscris coincide cu cel al cercului 


circumscris poligonului regulat convex. 


0 problemă cu enunul deosebi. Să punem întîi problema construirii cu rigla 
și compasul. a unut segment de lungime |n unde n este orice număr natural. 
| Stim că construim pe |2 cunoscind segmentul unitate (fig. 11.32). 


Fig. 11.32 
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„SPIRALA“ LUI ARHIMEDE. Pe segmentul AB = i ducem perpen- 
diculara BB, = 1. Segmentul AB, = |2. Pe AB, ducem perpendiculara 
BB, = 1 şi continuăm cu același procedeu: BB L AB, (BB, = 1) ete. 
Din teorema lui Pitagora rezultă A B= V/3, AB, = V4 =2,4 B, = |/5 etc. 
Presupunind construit segmentul AB, = |/ n — 1, construim A Ba =V/n. 
Procedeul duce la construirea lui |/ z prin „recurenţă“, adică folosindu-ne 
de construcţia prealabilă a segmentelor |/2, Vaa Y/n 4. 

Problemă:* Dindu-se un cerce de centru O cunoscul, să se găsească 
numai cu compasul. virfurile unui pătrat înscris în el, 

Dacă reuşim, raza R fiind dată, să putem „cuprinde“ în compas un 
segment de R|/2, am reuşit construcţia (fig. 11.33). Ca în orice problemă de 
construcţie, să considerăm problema rezolvată: pornind dintr-un punct arbi- 


Fig. 11.38 


trar A, considerăm virlurile consecutive ale hexagonului regulat înscris în cerc, 
B, C, D. Deci segmentul AC = R |/3. Cu o deschidere de compas cit AC 
şi centrul în A și apoi în D, trasăm două arce de cerc care se taie în M. 
Considerind triunghiul dreptunghic AMO, segmentul OM = R |/2. Deci 
construim întii virturile trapezului A, B, C D, apoi cu „deschiderea“ AC ȘI 
centrele A şi D trasăm arcele de cere care se taie în M, „prindem“ în compas 
distanța OM şi o „purtăm“ pe cere de trei ori, Obţinem astfel virturile pătra- 
tului căutat, 

Două probleme rezolvate 1. Problemă rezolvată. Să se arate că dacă două 
numere pozitive au suma conslantă, produsul lor este maxim cînd ele sint egale. 

Vom încerca o soluție geometrică a acestei probleme. Pentru aceasta 
putem să o formulăm și în felul următor: 

Să se demonstreze că din toate drepiunghiurile cu perimetru constani, 
aria cea mai mare o are pătratul. 


+ Problemă dată la etapa pe municipiul Bucureşti a Olimpiadei din 1978 
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„scurtă este AB 1L OM (fig. 11.36). Într-adevăr oricare altă coardă A'B’ 


= tratul ABCD de lati 
Comparăm pátra i de latură a cu dreptunghiul DEFG cu care trece prin M are distanță ON < OM. deci B'N! = R? — ON? > R? — ] 


lungimea DG =a + şi lăţimea ED = 4 — x (fig. 11.34). 


EE N a 


Fig. 11.36 B| 


Da 


D CG | | 
Evident ambele au acelaşi perimetru. Cu notațiile din figură, ca sà [| 
comparăm ariile pătratului ABCD cu a dreptunghiului DEPG revine la a —OM? = BM2. deci 2B'N >2BM, deci A'B’ > AB adică B'M + MA > [| 
y pice cui d Pe dreptunghiurilor ABHE şi HFGC este mai mare. Am- >AM + MB. Dar aplicind puterea punctului M. AM MB = A'M ` MB | | 
k ptunghiuri au cite o latură x. Dreptunghiul IT are cealaltă latură cu = constant și problema este demonstrată! [| 
= mai mică decit o are dreptunghiul |. Deci dreptunghiul TT ave aria mai mică. A | y | 
“Să spunem şi altfel: | 
Aria lui ABHE este va. Aria dreptunghiului . HFGC este a(a — a) = ' i | 
= ap — at, Vizibil aria lui EPGD este mai mică decit a pătratului ABCD LUNGIMEA ȘI ARIA CERCULUI 
p ă — 12 S ie evi tă (Eovahtate < vea dacă r = 0 i 3 as S A 5 zy ATR | 
pentru că ax > az — a soluţie evidentă (Egalitate am avea dacă z = 0). Calcularea și chiar definirea lungimii unei curbe şi a ariei „mărginite“ 


Această problemă rezolvată ne poate duce și la o a doua: 

2. Problemă rezolvată: Să se arate că dacă două numere pozitive au 
produsul constant, suma lor este minimă cînd ele sint egale. 

Vom porni de la problema precedentă: în figura pe care am făcut-o 
pentru ca s-o rezolvăm, pătratul ABCD şi dreptunghiul DGFE au acelaşi 
perimetru şi ariile diferă pentru că dreptunghiul (11) este mai mic decit drept- 


de o curbă închisă sint probleme care în unele detalii ale lor necesită cuno- 
ştințe ce nu le aveți încă. De aceea noi nu vom demonstra formulele pentru 
lungimea și aria cercului. ci doar vom arăta un mod inuitiv de a ajunge la 


ele. 


Să considerăm două poligoane regulate convexe cu același număr de 
laturi, de exemplu două octogoane, înscrise fiecare în cite un cerc. 


unghiul (I). Deci adăugăm la dreptunghiul II dreptunghiul cu interior haşu- j trsa i 
rat (LII) FN MG astfel încît dreptunghiul (1) şi dreptunghiul CMNH să devină : aR; ; | 
echivalente (fig. 11.35). Deci pătratul ABCD şi dreptunghiul EDMN sint 


Fig 11.37 


Fig. 11.35 


dai 
4 | i ; . Să- notăm cu P, erimetrele lor, cu R, r razele cercurilor în care sint | 
Ri PP 
H echivalente (produsele DM: MN şi AB: AD sint, egale), dar perimetrele lor Ansorise, . ip Pag pe Pa 2 R i i Esta [| 
| diteră; cel al pătratului este mai ‘mic deci- XDM + MN) > AAB + AD). E E. A pe 79717 iale pre le r „ca wmare a faptului că MAOR | 
l O altă, soluție la această problemă se poate da prin puterea punctului . ; pp 14, OB 360° y | 
| i = A i = 40B == A 0 B'). 
4 ÎI interior: dintre toate coizile care trec prin M, în cercul de centru O. ced "mai SAA o pă toreni h d oenn MT a BOR dea zX d | | 
4 f y - | 
Tr 


Să revenim din nou la figura 11.37 şi să considerăm aria octogonului 


Dacă am considera în loc de octogoane, poligoane cu un număr foarte 
8 AB-OM P - OMI 


AB: C... Ea este egală cu Sage = = . Pină aici demon- 


TeS AA RY A „Dara a, a 
mare de laturi înscrise în aceleași cercuri, relația — =~ ar rămîne adevš- 
P r 2 2 
rată, iar P ar fì „aproape“ de lungimea / a cercului de rază R, p ar fi „aproa- strația este riguroasă şi ne conduce la: 
pe“ de lungimea / a cercului de rază r. i e ad 
l Teorema. Aria unui poligon regulat convex este egală cu jumătatea 


Obţinem, schimbind mezii între ei, = =-, adică: raportul dintre sete 5 J E i 
i A zi Į produsului dintre perimetrul şi apotema poligonului. 


Ear: unui cerc şi raza sa este același Jeni P cercurile. f e Pa Dacă vom considera un poligon regulat cu număr foarte mare de laturi, 
Acest raport constant se notează c ; valoarea aproximativă a lu m sp: CĂ e epocă 3 py ; 3 E j 
cest raport const So DOSa A CU 4, yo aroa APTP a , inscris în cercul de rază R, atunci perimetrul său va fi „aproape“ ce lungimea 
este 3,14159.... m este un număr irațional; nici el nu se „măsoară“ ci se deter- ÎI an a Ye ENIE ; 

a e i piece ia a SĂ ga N cercului, iar apotema „aproape“ de raza cercului. Ajungem la concluzia că 
mină de exemplu prin formula, ce conține o sumă infinită, şi care o veţi învăţa ANR tatii orala lă iumătate. di (Drina Hiei EI 
Tica i i i cerc este egală cu jumătate din produsul dintre lumoimea si raza sa. 
în clasa a XIl-a: gale pumăta p gimea şi raza sa 

sa si dr R R 
+ 7 i ; adică : 
aain pe alt aia) i 
V 3-8 5o 8 NR: m yj 


Lungimea L a unui cere, de rază R este egală cu 27 înmulţit cu R adică Aria unui eere de rază R este egală cu zR? 


L = 27. 
Să revenim la figura [1.37 şi să notăm cu Ọ lungimea liniei ABC for- 

£ A 4 A ) 34 3 st ală e P A Ana i fie : e te Ga z y 

mată din trei laturi ale octogonului. Avem Q anar ua iz este egală cu de tre ori aria triunghiului AOB, deci cu Ş din aria octogonului 
p E i 

ARC N ui x EEEE i A 
= — o» relaţie ce rămine adevărată chiar dacă arcul ABC ar fi mare (prin 

360% i 
A BC înțelegem măsura, în grade, a arcului ABC), 

Să păstrăm punctele A și C fixe şi să considerăm în loc de un octogen, 
un poligon regulat cu un număr mare de laturi, înscris în acelaşi cerc, avind 
A. şi C printre virturile sale (pentru aceasta numărul laturilor sale îl vom alege 
ABC 
360° 
poligon; Q va fi „aproape“ de lungimea M a arcului ABC, iar P va fi, 'ca 


ha e “| : 4 ca Š ME 
mai inainte „aproape“ de lungimea L a cercului de rază R. Obtinem = = 
n D ` L 


În fine, să considerăm, în figura 11.37, aria poligonului AB...CO. Ea 


i p . n. Li 3 q ` a 
regulat; rapo tul = este tot una cu raportul dintre măsura arcului ABC Şi 


360°. Ținind punctele A ŞI C fixe şi mărind mult numărul laturilor poligonului 
regulat (acest număr răminind un multiplu de 8), aria poligonului considerat 
N a Ş e 

AB..„.CO va fi „aproape de aria mărginită de razele OA, OC şi arad ABC 
ete. Ajungem la: 


va rămine valabilă şi pentru acest ` Definiția. Se numește sector cireular figura formată dintr-un are 
al unui cere și din razele acelui cere en capetele în capetele arcului: 


„un multiplu de 8). Relaţia a = 


—— 
ABC 

= — » de unde deducem: 
360° 


: - E A = Fig. 11.39 
Lungimea unui arc de cere de măsură y dintr-un cere de rază R este aia 
p zh re s 4 
dată de formula = (u fiind exprimată în grade). 
180° = 


şi la: 


Aria unui sector circular al unui cere de rază R ce corespunde unui 


Fig. 11.38 are de măsură u (exprimată în grade) este dată de tormula ZE. 
360° 


Observatie. Cuvintele „multe“, „aproape“, nu au sens matematic. Ele 
sugerează numai un raţionament, mai rafinat. ce nu l-am precizat; aici. 


Li è y F 
A, | 
j 
4 i “i 
| ţ , l ANY 


) 7 
! - 13. Probleme -- Cale cai la Saua MR | A i A 
4 ` . Hrn” KET N 
P: RI „IE. Calculaţi aria din figura N. 43 haşurată), precuin ŞI aoe ul 
À 1. Aflaţi aria cuprinsă între un arc de 60° al unui cere de rază R figurii hașurate, razele celor trei cercuri iind toate egale tu 2. 
i şi coarda sa. | D ARDE | 
i 3, Aceeaşi problemă pentru un arc de 240. i 
_ 3. Pe cele trei laturi ale unui triunghi dreptunghic ca diametre se is | 
"SI descriu cercuri ca în figura 11.40. Arătaţi că aria hașurată este egală cu i i | 
fi aria triunghiului. al | 
| $ 
| X l 
HI Fig. 11.40- 
|| | 
"Mi 12. Aceeaşi problemă i 
“ul 4 şi problemă: pentru figura haşurată 11.44. | 
j 4. Două cercuri secante au razele de 10 şi 7, ia» distanța centrelor i 
| de 15. Aflaţi aria porțiunii comune a celor două cercuri. 
i i 5. Aceeaşi problemă, cînd distanța centrelor este de 5. 
i i 8. Două cercuri tangente exterioare au razele de 9 şi 4. Aflaţi aria 
l cuprinsă între cele două cercuri şi una din tangentele comune exterioare. || 
l 7. Aflaţi aria hexagonului regulat de latură a. | 
: . A Fis. áh 
Hi 8. Aflaţi perimetrul figurii 11.41, dacă raza cercului este 6 şi dis- E ir | 
r ap e | 
| i tanța de la centru la virf este 42, 
| 
| | 
p | 
SE | 
i _ Fig. IL. E bed a a | 
| ` ` i Hif 
TY | 
i i | | 
“ÎI ŞI a pos 
€ | = 
[| | 
| 9. Cave este lungimea curelei de transmisie din figura 1.42? =, | 
N | | 


Fig. 11.42 


i [| 10. Aflaţi lungimea şi aria unui semicerc. Desenaţi. E a. i | 


| 82 = d "i et | | 


CAPITOLUL 3 


TRANSFORMĂRI GEOMETRICE 


În primele paragrafe ale acestui capitol vom prezenta citeva noțiuni 
pregătitoare, 


SEGMENTE ORIENTATE SITUATE 
PE ACEEAŞI DREAPTĂ 


Două semidrepte de pe aceeași dreaptă pot îi de acelaşi sens (cu alte 


Fig. II.4 
cuvinte se poate ca una să fie inclusă în cealaltă), sau de sensuri contrare (cu 


a e pa = 


Fig. HI.2 


alte cuvinte, în caz contrar, sau intersecția lor este interiorul unui segment, 


sau ele n-au nici un punct comun). 

Observaţie. Dacă A B, atunci semidreptele AB şi BA au sensuri 
contrare. 

Definiție. Vom numi segment orientat o figură formată din două 
puncte A, B, nu neapărat diferite, luate în această ordine. 


—— 
Sopor orientat format din A şi B se va nota AB. 


Deci T este și el un segment orientat, iar, pentru A # B, segmentele 


orientate AB şi BA sint diferite (spre deosebire de segmentele „obişnuite“ 
AB şi BA care sint aceleaşi). 


AB. 


Punctul A se numește originea iar B extremitatea segmentului orientat | 


f 


Definitio Să considerăm, a dreaptă d: un segment (obişnuit) æ pe 
sa şi uu „sens“ pe d. dat printr-o semidreaptă sa bi d. 


ia PĂR? T UIP REE TE EE FREE, e AOC SST A 


Acestea fiind pe vale, definim măsura unui segment orientat AÈ de pè d, 

şi o notăm tot cu A AB, astfel: 
+ > S s p 
Cazul |. Dacă B = A, măsura segmentului orientat AB este considerată 


— 
Q: AA = 


— 
Cazul 2. Dacă B # A. măsura segmentului orientat AB este egală cu 
lungimea sezmentului (obişnuit) AB, cu semnul + dacă semidreapta AB are 
acelaşi sens cu s şi cu semnul — dacă semidreapta AB are sens contrar cu a 


Tone uer S 
CiS | c 


—>' — y è $ 3 
Deci AB + BA = 0. Dacă măsurile a două segmente orientate sint 
egale şi nu sint O atunci segmentele (obişnuite) corespunzătoare sint congru- 


. ) 4 a . ȘI nT =E .. 
ente. Reciproc, dacă AB = CD atuţei avem AB = + CD, semnul fiind 4 
sau — după cum semidreptele AB și CD sint de acelaşi sens sau de sensuri 
contrare. 


— 


Teoreomă. Dacă 4 „B,C sînt punete coliniare, avem AB B + BC = AC. 
Demonstraţie ~Va WeDo să considerăm mai multe cazuri. 


Cazul |. A = B. Relația se reduce la i0 = = AC. 
Cazul 2. B= C. Analog. 


Cazul 3. A = C. Relația devine AB + Bă = 0; am observat mai sus 
că este adevărată, 
Cazul 4. B este intre pi ŞI C ig II.5). 


`~ 
Fig. [II.5 


E EANTA PERC 


ENT ; > —> — 

Semidreptele AB, BC. AC au acelaşi sens deci AB. BC, AC au acelaşi 
semn și relaţia se reduce la AB + BC = AC. 

Cazul 5. A este între B şi C (lg. 111.6). 


Fig. I6 BA C 


AB şi BC au semne contrare, BC > AB, A are acelaşi semn cu BC 


şi râlaţia se reduce la BC — AB = AC. 


s5 


Cażul 6. C este între A şi B. 
“Se demonstrează 'asemănător cu cazul b. 


H aptă 
Observaţii. 1. În definiția măsurii unui segment orientat de pe o dreag 
o dată unitatea şi sensul, alegind unitatea de măsură 


at > dintr- 
e cica it Ci Mia mează să aibă măsura. + 4 (fig. 111.7). 


drept un segment orientat nenul, ce ur 
Na U : Fig. 111.7 
2. Noţiunea de măsură a unui segment orientat şi teorema demonstrată 
o 
ne permit să demonstrăm unele afirmații fără a mai considera mai 
mai sus 


Ite cazuri corespunzătoare diferitelor poziţii relative a punctelor de pe.0 
mu 


dreaptă. De exemplu: 
Problemă, rezolvată: 
lui A față de O iar B' simetricul lui Bf 


Fie A, B, O trei puncte coliniare, fie A’ simetricul 
aţă de 0. Să se demonstreze că A'B' = 


= AB. 
; tr F B'e 
iou k Îporaza, se scrie GA! = 16, 08 — BO. A na a 
= 4'0 +0 = — DÄ +08 = 40 + BÖ = OA + BO = deci, 


cum am observat dupä definiția măsurii unui segment orientat, Al a z= 


14. Prob'eme ie A 
a a N E 


—> — 
1. Dacă A, B, C, D sint puncte coliniare, arătați că AB + BC + 


D + Dă =0. 
E = | 
e . Care este relaţia între măsuri de segmente orientate care defi- 
neşte A aiioa M al unui segment (obişnuit) AB? 
3. Dacă i dia (obişnuite) AB și CD au acelaşi mijloc, atunci 
pa BD. 
4. Dacă ABe CD, demonstrați că Ao = 
3, Fie A, 0, 0' trei puncte coliniare, fie B simetriul 1 ră A fată de 
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Os Cc simetricul luj B îaţă de 0. Arătați că a6 = 300. 


=> 


As B; Ca D fiind puncte Su are, arătați că Ip CD + AC 


DB dia BC = = 
. A, B, M, N tiind puncte cöliniare, A + P, M + B, N E, B și 


ES > 
: MB NB 


AA _ ÑA arätați că ME N 


a . i E - P R 


7 
k S 


Semidrepte de acelaşi sens şi de sensuri contrare 
pe drepte paralele 


Sä considerăm toate dreptele paralele cu o dreaptă dată, să considerăm 
o secantă şi un semiplan determinat de -acea secantă. Toate semidreptele 
obţinute intersectind acel semiplan cu dreptele “paralele en dreapta dată le 
vom considera că sint de acelaşi sens. 

Dacă acum vom alege două semidrepte situate pe două din dreptele 
paralele din figura II.8, vom spune că semidreptele au acelaşi sens dacă 
fiecare din ele are acelaşi sens cu semidreapta din figura 1II.S de pe dreapta 
“pe care este situată, sau dacă fiecare din ele este de sens contrar cu semidreapta 
“respectivă div figura TIT.8; vom spune că semidreptele alese sint de sensuri 


Fig II.8 


contrare dacă una din ele este de acelaşi sens şi cealaltă de sens contrar cu 
semidreapta respectivă din figura II.8 (s; şi S, sint de acelaşi sens, 4 şi la 
sint de acelaşi 'sens. iar (i ŞI r sînt de sensuri contrare) (fig. 11.9), 


Să observăm că aceste convenţii nu depind nici de secanta aleasă şi 
„mici de semiplanul ales (fig. 111.10). 


Fig. 110 


în: Pod imam tii = aut e pisc BCR 2 ei a 


n asno  ÎNIOII 
ai O ad Bi tu 


Să observăm şi că, dacă încercăm să „acordăm“ în acelaşi mod 
sensurile pe două drepte concurente, nu reuşim, deoarece „acordarea“ va 


depinde de secanta folosită (fig. ITI. 44). 


Fig. IUL 


e 


Acordarea sensurilor pe toate dreptele paralele cu o dreaptă dată, 
acordare descrisă mai sus, ne permite ca, odată aleasă o unitate de măsură şi 
un sens pe o dreaptă, să măsurăm cu ele toate segmentele orientate situate 
pe drepte paralele cu dreapta dată (fig. 111.12). 


A B 


—> 
AB=3 
SE Fig. 111.42 
D atan +: 
U 
== 


Nu avem însă voie să măsurăm cu ele segmente orientale situate pe 
drepte neparalele cu acea dreaptă. 

Aplicaţie. Fie a şi b două drepte paralele, A și B două puncte pe a, C 
şi D două puncte pe b. Fie M mijlocul lui AC, W mijlocul lui BD. Atunci 

e e 

M şi N sint situate pe o paralelă la a şi b şi avem MN = AD, 

Enunţul dat reprezintă o teoremă, „compusă“ din alte şase, indicate 
în figura 111.13, care corespund cazurilor A = B sau nu, C = D sau nu, 
AB= CD sau nu, semidreptele AB şi CD sînt de acelaşi sens sau de sensuri 
contrare, 

Această teoremă nu ne face deci să aflăm nici un fapt nou. Ea este 
importantă deoarece reuși gte să unifice într-un singur enunț, destul de sim- 
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plu, cinci teoreme diferite (faptul ce corespunde primei figuri din 111.13 nu 
merită titlul de teoremă). Aceasta es e posibil datorită noţiunilor introduse 
în ultimele două paragrafe. 


AB, 48 A 8 


Fig. 111.13 


15. Probleme 


1. Se consideră unghiurile xOy, 2'0'y' în care Oz şi O'g’ sînt para- 
lele şi au același sens, iar Oy şi 0'y' sînt de asemenea paralele şi au 
acelaşi sens. Demonstraţi că cele două unghiuri sint. congruente. 

2. Două unghiuri cu laturile paralele şi de sensuri contrare sînt 
congruente. 

3. Două unghiuri cu laturile paralele, două de acelaşi sens şi două 
de sensuri contrarii, sînt suplementare. 


4. Consideraţi un triunghi A BC, alegeţi pe fiecare din laturi cîte o 
unitate de măsură și un sens, consideraţi o paralelă la BC şi exprimaţi 
teorema fundamentală a asemănării folosind numai măsuri de segmente 
orientate, l 

5. Consideraţi două drepte paralele, două puncte A și B pe prima 
şi două puncte C și D pe a doua, şi unităţi de măsură şi sensuri pe una 
din cele două drepte paralele și pe AC. Consideraţi un punct M pe AC 
şi intersecţia N între paralela prin M la cele două drepte şi BD. Expri- 


è e . aa 
mați y = MN în funcție de x = AM. 

6. Fie A', B', C', Œ picioarele perpendicularelor din virfurile A, B, C 
ale unui triunghi și din punctul G de intersecție al medianelor sale pe 
o dreaptă d. i l 
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E 


Exprimaţi GG' cunoscind AA’, BB, CC, 
` Vectori 
Cele arătate ìn paragraful precedent ne conduc la: 


Definiția. Fie AB şi CD două segmente orientate. Spunem că 
ele sînt echivalente în unul din următoarele două cazuri: 
PA ep OSE: 
2. A # B, C # D şi sînt îndeplinite simultan condițiile: 
2 CD sau A, B, C, D sînt coliniare 
D ADAG: 
c. Semidreptele AB și CD au același sens. 


1 


AR B sD . 
Do A B Ce [d 
, Fig, 111.44 
A AE oa a - SUI 0 
CD È 


Să observăm că nu puteam impune condiţia ¢ atit timp cât n-ar fi fost 
impusă condiția a. 
Orice segment orientat este echivalent cu el însuşi; dacă un segment 


orientat este echivalent cu al doilea, atunci şi acesta este echivalent cu pri- 


mul; două segmente orientate echivalente cu al treilea sint echivalente între 
ele, 


Definiție. Se numeşte vector o mulțime formată din toate segmen- 


tele orientate echivalente cu un segment orientat dat. 


. . pas . 7 
„Vectorul format din toate segmentele orientate AA se va numi „veo- 
torul nul“. agi 


În vorhivea curentă vom spune „vectorul AB“ în loc de „vectorul ce 


—> —> 
conline segmentul orientat AB“ şi vom spune deci că „vectorii. AB si CD 


coincid“, sau că „sint egali“, in 190 de „segmentele orientate AR şi TD sint 
echivalente“. T- ET : 
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EM Erd f -> 
Să observăm că fiind date =i, segment orientat AB şi un punct C, 

a ae EA : A E 3 
există un punct unic D astfel încit segmentul orientat CD să fie echivalent 


— 
cu segmentul orientat AB. 


Fig. IH.16 


AB CD TA ai 
A 


s 1) 2) 


Anume: . dacă: B = A, alegem D = C, iar dacă B 4 A atunci ducem 
prin C dreapta d paralelă cu AB (dacă A, B, C sint coliniare, d se alege drept 
AB), alegem pe ea semidreapta s,- de arigine C și de acelaşi sens cu semi- 
dreapta AB şi, în line, alegem pe s punctul D pentru care CD = AB. 

Pe scurt: orice vector se e moai „aşeza“ astfel încît să aibă „originea“ 


în orice punct dorim, 
Problemi rezolvată 

„— PIDA ena A i o i 
Dacă AB este echivalent cw CD, demonstraţi că AC este echivalent 
cu “BD. i 
Rezolvare. Cazul 1. A, BC: nu sint -coliniare. 

= Datorită faptului că semidreptele AB şi CD au acelaşi sens, ABDC 
este un patrulater. El este un paralelogram, deoarece laturile opuse AB, DC 
sînt paralele şi congruente. Rezultă că şi AC, DB sînt paralele şi congruente; 
de asemenea, că semidreptele AC, BD au acelaşi sens. Cele trei fapte, împre- 

E) dă oc ele At DN a pate A 
ună, afirmă; corlorm definiției, că AC şi BD sînt echivalente. 
Cazul 2. A, B, C coliniare. Atunci și D rezultă situat pe aceeași dreaptă 


=> > 
cu A, B, C şi următorul calcul cu măsuri de segmente orientate: BD = a + 


— — => 
+ AC +CD = AC + (CB — - AB) = AG ne convinge de valabilitatea enun- 
tului şi în acest caz. 
` Rezultatail din această problemă ușurează a taia cîtorva din pro- 
terase ce urmează: 


- 16, “Probleme 


1. Desenaţi două E orientate care să îndeplinească două din 
vX eondiţiile a, b, ce şi să: nu-o îndeplinească pe a treia. Din cele trei vari- 
ante ale acestei probleme, care este „absurdă“? 
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2. Fie A, B, C trei puncte necoliniare. Convingeţi-vă că există un 
punct unic D astfel încît, ABCD să fie un parMiologtari. i Caracterizaţi-l 
„vectorial“ în două moduri. 


? pe EREN : m 
3. Dacă AB este echivalent cu A'B' şi BC este echivalent, cu BC, 


— — 
demonstrati că AC este echivalent cu A'C” (direct este mai greu decît 
s-ar părea la început; folositi problema rezolvată). 

4. Într-un paralelogram ABCD se notează cu Æ, F mijloacele latu- 
rilor AB, CD. În figura obţinută găsiți toate perechile de segmente 
orientate echivalente, cu capetele în cîte două din punctele A, B, 
C, D, E, F. 

5. În problema 4, completaţi figura cu incă un punct, situat pe 
una din dreptele AB, BC, CD, DA aşa încît să putem forma cu el un 


segment oriental echivalent cu AČ. Ìn cite moduri puteți face aceasta? 
6. Un triunghi echilateral ABC are „centrul“ în O. „Agezați“ vec- 
torul OA cu originea în B, apoi în C. Precizaţi in fiecare din cele două 
cazuri poziția „extremități“ vectorului. 
7. Indicaţi perechi de segmente orientate echivalente pe figura 
formată dintr-un triunghi şi mijloacele laturilor sale. 


UNGHIURI ORIENTATE 


Acest paragraf este asemănător ca idee celor privind segmentele orien- 
tate de pe aceeaşi dreaptă şi de pe drepte paralele; aci însă situaţia nu ne 
conduce la noțiuni ce au complexitatea noţiunii de vector. 

Dacă privim foaia de hirtie „de deasupra“, aşa cum facem de obicei, 
atunci, relativ la orice semidreaptă, unul din semiplanele determinate de 
dreapta pe care ea este aşezată ne apare „la stinga“ semidreptei, iar celălalt 
„la dreapta“ semidreptei. 
fy 

semiplanul X semiplanul 
de la stinga de la dreapta 


lusa lui $ Eag UN 


Dacă insă am „intoarce foaia“ şi aceasta ar fi transparentă (ar fi mai 
greu să realizăm aceasta privind-o „de dedesubt“), situatia s-ar schimba: 
semiplanul ce apărea „la stinga“ semidreptei ar apărea acum „la dreapta“ 
ei şi invers 
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In cele ce urmează vom presupune că „ne-am fixat poziţia“ din carc 
privim planul și deci că am previzat, pentru orice semidreaptă, care este 
semiplanul de la stinga ei și care este cel de la dreapta ei. 

În legătură cu aceasta, sint valabile următoarele proprietăți: 

a. Dacă două semidrepte s și ¿ au ucecași origine şi dacă / este situată 
în semiplanul de la stînga lui s, atunci s este situată în semiplanul de la dreap- 
ta lui î. 


semiplanul de la 


Fig. 111.18 


b. Dacă s și s’ sint cele două semidrepte diferite, cu originea în O situate 
pe dreapta d, atunci semiplanul de la stinga lui s este tot una cu semiplanul 
de la dreapta lui s’. 


semiplanul de la stinga lui s = 
Fig. 1149  =semiplanul de la dreapta lui s* 


gea t S 


i 
í 


e. Dacă Ox, 0'&' sînt semidrepte paralele de același sens, dacă Oy, O'y” 
sînt de asemenea două semidrepte paralele de același sens şi dacă Oy este 
situată în semiplanul de la stînga lui Oz, atunci O'y’ este situată în semiplanul 
de la stinga lui O'z’. 


Fig. 111.20 


Observație. Am prezentat; noțiunile din acest paragraf, ca şi din cel 
asupra semidreptelor de acelaşi sens și de sensuri contrarii, la nivelul intuitiv, 


la fel ca în partea I din cl. a VI-a. 
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Detiniţi e. Prin unghi orientat vom: înţelege o sigură. formată din 
două semidrepte %, k eu aceeași origine, nu neapărat diferite, considerate în 
această ordine. Îl vom nota -$ (k, k). 

Deci: Æ (k, k) este şi el un unghi orientat, iar, pentru / 7 k. unghiul 
orientat $ (h, k) este diferit de unghiul orientat; % (k, h). 

Definitie. Prin măsura unui unghi orientat Æ (k, k) notată tot cu 
`E (h, k) vom întelege. 

a. 0° = dacă k = k. 

b. bi 180° sau —-180° dacă unghiul (obişnuit) Ee (h, k) este alungit, - 

. În celelalte cazuri, măsura unghiului (obişnuit) X (k, k), luată sn 

seci - dacă k este în semiplanul de la stînga Imi / și cu semnul — dacă k 
este în semiplanul de la dreapta lui R. 


k h. 


> (h,k)=-120* 


$ (hk)=+45° | 

Fig. 11.24 i 

a şt A PTI | 
> (Pk=0*_p pp E (hkleel800__, 


Observaţii. 1. Convenţia de la ¢ în legătură cu semiplanele n-avea sens 
in cazurile a gi b; de aceea a trebuit să le considerăm separat. 

2. În cazul b din definiție, facem o convenţie care se poate enunța și 
astfel: în calculele cu măsuri de unghiuri orientate, considerăm totdeauna că 
360° = 0°. Aceasta este o situaţie asemănătoare cu cea în care sîntem intere- 
saţi, în aritmetică, de resturile impărțirilor numerelor cu 4, de exemplu. În 
studiul acestor resturi seriem 4 = Ô (mod 4) şi nu 4 = 0, +2 = —2 (mod 4) 
și nu +2 = —2, Aci vom scrie de exemplu, -+1 

Reamintim că a = b (mod €), unde a,b,c sînt numere întregi, înseamnă: 


e divide pe a — b. În cazul nostru g =v (mod 360°) înseamnăr cttul pa este 


un auma întreg. 
Oricare ar fi o măsură de unghi z şi o semidreaptă k, există o semi- 
a, unică 4, cu aceeași origine ca și k, astfel încît Æ (4, k) = u (mod 360°). 
Dacă pentru —180° < u < 180° aceasta se poate întelege din figura 
111.21, să considerăm cazul u = 4 000°. Avem 1 000° = 3 - 360° — 80° = =80° 
(mod 360°), conform convenției explicate la punctul 2. Deci problema, în 
acest caz, se rezolvă ca în figura 111.22. 


*(hk)=1000* 
(mod 360°) h 


e 2 ga 
N 1000%=-809 
(mod 360%) 


310000 + : 


Fig. 111.22 


80° = —180° (mod 360°). 


Un caz mai familiar este u = 280°, de exemplu, în care scriem u = 
= 360° — 80° = T (mod 360°) ` şi care se dora deci tot „prin figura 
| 114.99, 
| 4. Dacă privim planul „din partea cealaltă“ atunci măsurile tuturor 
unghiurilor orientate apar cu semnele schimbate. 
| Următoarea teoremă are aceeași importanță ca şi cea asemänătoare 
| de la segmente orientate de pe aceeași dreaptă: permite calcule și demonstrații 
fără a mai face figura, fără a mai considera toate cazurile ce pot apărea ca 
urmare a poziţiilor diteritelor semidrepte unele faţă de altele. Bineînţeles că 
în demionstrația ei va trebui să consideram toate aceste cazuri, cu toată „hăr- 
Äibia“. j 


Teoremă Dacă u, v, w sînt trei semidrepte cu aceeaşi origine, atunei 
na w) = (u, v) +Æ(v, w) (mod 360°). 

Demonstraţie. Cazul 1. u = v sau v = w. În acest caz relația este evi- 
dentă, unul din numerele din partea dreaptă fiind 05... 


| Cazul 2. u = w. Relaţia se reduce la (a, v) = — =, u); ea rezultă 
din definiţia măsurii unghiului orientat și din proprietatea a, ilustrată în 
figura 111.18. 


| Cazul 3. Unghiul X(u, w) este alungit, iar celelalte două nu sînt nule. 


Fig. 111.23 ` 


u 
În ambele situații, relația rezultă din Xu, v) + Xlv, w) = 180°. 
Cazul 4. Unghiul X(u, w) nu este nici nait nici A 

A 4 Privind eventual „din . pârtea . cealaltă“, putem. presupune că w se află 
în semiplanul de la stinga lui z ü. Să notăm cu u’ şi w semidreptele ce „prelun- 
ec „pe u și wW, i 


Fig. II1.24 =— 


wW’ 


Deosebim patru subcazuri. 

v se află în interiorulX (u, w) (fig. 111.25, a). În acest caz relația este 
3, w) = Xlu, v) + X(v, w), despre care ştim că este adevărată. 

r v se află în interiorul X(w, u') sau coincide cu z’. În acest caz relaţia 
este X(u, w) = Xiu, v) — X(v, w), despre care ştim că este adevărată (situ- 
aţie asemănătoare cu a). 
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e) v se află în interiorul 3 (u, w’) sau coincide cu w’. În mod asemănător 
cu b) ajungem la &X(u, w) = Xv, w) — Iu, 9). 

d) v se află în interiorul ÎZ(u', w). Aici apare situaţia deosebită legată de 
convenţia de mai sus. Relaţia devine A-(u, w) = ~X (u, v) — X (v, w) (mod 
360°). Ştim de la „unghiuri în jurul unui punct“ că Xu, v) +(e, w) + 
+X (w, u) = 360°; aceasta arată că diferența dintre membrul înti şi al 
2-lea al relației, împărțită la 960”, dă rezultatul 1. Cu aceasta teorema este 
demonstrată, 


Fig. 111.95 


17. Prob eme 


l. Consideraţi un triunghi ABC. Convingeți-vă că sau pentru toate 
cele trei semidrepte AB, BC, CA „virlul rămas“ se află în semiplanul 
de la stînga, sau el se află în semiplanul de la dreapta pentru toate. 
Enunțați teorema asupra sumei unghiurilor unni triunghi conside- 
rînd unghiuri orientate. 

2. Arătați că teorema asupra sumei unghiurilor unui triunghi obți- 
nută în problema precedentă rămine valabilă şi pentru trei puncte 
coliniare (dar distincte două cîte două). 

3. Desenaţi un pătrat ABCD astfel încît, C şi D să fie în semiplanul 
din stinga semidreptei AB. Care sint măsurile unghiurilor orientate 
(AB, AC), (CB, CD), (DB, DA), Æ(AD, AB), ete.? 

4. Desenaţi un hexagon regulat ABCDEF astfel încît C, D, E, F, 
să se afle în semiplanul din dreapta semidreptei AB. Care sînt măsurile 
unghiurilor orientate (BC, BA), (CD, CA). Æ(FC, FB), Æ(EA, 
ED) ete.? 

5. Se dau două drepte a, b concurente în O şi pe fiecare se alege 
cite o semidreaptă a, W cu originea în O, Cite valori poate lua măsura 
unghiului orientat ZE(, b') (prima semidreaptă fiind cea de pe a)? 
Arăţaţi că 2 $(a', b') ia acceaşi valoare în toate cazurile descrise. 
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6. Se dau două semidrepte h, k de origine O. Cite semidrepte b de 
origine O există astfel ca Æ (R, b) = Æ (b, k)? Dar astfel ca ZE (A, b) = 
= —% (b, k)? 

7. Oricum ar fi punctele A, B, C, D diferite două cite două, avem 
Æ (42, AB) + X (BA, BC) + Æ (CB, CD) + Æ (DC, DA) = 0. 
Demonstrati aceasta în general și apoi considerați cazuri speciale ca exem- 
ple: patrulater convex, concav, există un punct comun interioarelor 
segmentelor AB, CD etc. z 

8. Fie 0, Ä două puncte pe o dreaptă d, lie B alt punct în plan și 
C simetricul lui B fată de d. Avem Æ (OB, 04) = —e(04, 0C). 


DESPRE TRANSFORMĂRI. GEOMETRICE 


Obişnuim să gîndim că două triunghiuri (sau, mai general, două figuri 
am discutat acest caz pină acum) sint congruente dacă, 


geometrice, deşi nu 
ă coincidă 


desenind una din ele pe o hirtie transparentă, putem să le facem. s$ 
prin suprapunere. Ne-am ferit pină acum de astfel de „argumente“ în raiona- 
mentele noastre. În acest paragraf vom da o expresie matematică precisă a 


noţiunii de suprapunere, sau, cum se obișnuiește a i se spune, de izometiie. 


Fig. 111.26 


Din punct de vedere geometric, o „suprapunere“ apare drept un proce- 
deu de a considera, odată cu iiecare punct P. punctul Q bine determinat 
pentru 0 suprapunere dată. în care este „mutat“ A. 


Dar aceasta nu este altceva decit „o luncţie definită pe plan, cu valori 


în plan“. SAE 
Definitie. Se numeşte transformare geometrică 0 tuneţie U : z> 
x unde z este planul, gîndit ca mulțimea punctelor sale, cu alte cuvinte o 
jransiormare geometrică este o funcție definită pe plan cu valori în plan. 
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, (a Matematică- geometrie, cl, a VII-a 


t D p X, Q « Wwe 5 es te un r ataşa hecărui 

iltfel Spus 0 br nslormare geometrică nod de a taş 1ecăl 

p i à 4 x na gi p d d P, nova (2), Ara văzut de a : . 
pu „kb ti „bi 2 a 

uneg t J. din plan un INC t bine deter TIN t care de mnde e of t U 


S introduce o notație la pag. 102, este o izometrie, 
din plan. 


ică indim noi 
ansformare geometrică apare drept ceea ce gindim 


ar nu orice tr t ceea ; 
; 27, să definim U(P) = A dacă 


a fi o suprapunere. De exemplu, în figura IHI 


= 
A 


Fig. 111.27 


A E! 
d 


P este în semiplanul din stinga, U(P) = Ag dacă P este pe da p 
şi U(P) = A, dacă P este în semiplanul din dreapta. Pi această g 

dica „strivit“ în cele trei puncte A, Ap A e 
pele între 


+ 


mare geomstrică U planul este total în 
Aceasta nu este o suprapunere; 0 suprapunere nu modifică dis 


ae ică ce duce 
Definitie. Se numeşte izometrie o transformare geometrică e 


i i într- uent 
puncte diferite în puncte diferite şi care duce orice segment într-unul congr 
eu el. í 


cică şte izometrie 
Cu alte cuvinte, transformarea geometrică U se numește 


dacă: 
a. Pentru orice'A # B avem U(4) 7 U(B). 
"pb. U(A)U(B) = AB pentru orice A 7 B. 


A U(A) 
A 
Fig. 111.28 


$ UIB) 


ă î S -a că simetri ă de a dreaptă d,-pe 
Exemple. Am văzut în clasa a 6-a că simetria faţ ptă dp 


care o vom nota cu Sa, este o izometrie. 


S„(A) 
AC = Sa(A)Sa(C) 
B5,„(B) AB = Sa(4)Sa(B) Fig- 111.29 


ete. 
Su(C] 


A UIB) 


U(A)U( B) = AB 
A0 = U(A)U(O) Fig. 11.30 
ete. 


5 -` UA) 


18. Probleme 


Tee E Sa 


1. Dacă U este o izometrie şi ABC este un triunghi echilateral, 
atunci U(A)U(B)U(C) este un triunghi echilateral. 

2. Dacă U este o izometrie şi A, B, C sint puncte coliniare, atunci 

U(4), U(8), U(C) sint coliniare, 

3. O izometrie duce un triunghi intr-un triunghi congruent cu el. 

4. O' izometrie ( duce interiorul segmentului AB în interiorul 
segmentului U(A)U(B). 

5. O izometrie duce un paralelogram intr-un paralelogram. 

6. O izometrie duce un pătrat într-un pătrat. 

7. O izometrie duce o dreaptă într-o dreaptă. 

$. Dacă A, B, C sînt necoliniare şi U este o izometrie, atunci 
XU(A)U(B)U(C) = XA BC. ; 
a 


PRANSLAȚII 


Deiiniţie. Fie v un vector. Se numește translație de vector v, trans- 
formarea geometrică 7, care duce un punct P în extremitatea vectorului v, 
„aşezat“ cu originea în P., 


eE 
5 4 
Observaţie, Translația de vector nul este asa-numita translormare iden- 
tieă, transformare ce lasă pe loe'toate punctele P. Ea se va nota cu Z. 
Teoremă. Orice translație este o jzometrie. 


Fis. Tila 


sii ac acasa il 19. Probieme i | 
Demonstratie. Fie A şi B două puncte oarecare, A şi B imaginile lor Tae sie e facă | 
Sa zaț ba E L O translatie duce un cere într-un cerc. 
prin translaţia considerată. Segmentele orientate AA' şi BB' vor fi deci 
echivalente, deoarece ambele „lac parte“ din vectorul twanslaţiei. Vom de- ae Două corgua de raze egale pot totdeauna să fie „Suprapuse“ | 
| a i : printr-o translație. | 
| osebi două cazuri. : ; 
Cazul 1. A, A', B, B' coliniare. În acest caz ipoteza se poate scrie S | 3. O translație duce o dreaptă d intr-o dreaptă paralelă cu ea, sau 
| E -> aa tot în d. : | 
| > . t p 3 ER" = a. - ! — 
j AA'— BB si concluzia AB = A'B' rezultă din A'B = A'A 4 AB RE d s, 4 A | l 
l J Ş EN Are 4. Singurele drepte transformate în ele insele de o translatie de | 
| — A'A + AB + BB = — AA' + BB' + AB = AB. vector nenul 7, sînt cele „paralele“ cu vectorul v al translatiei. | 
| Cazul 2. A, A', B, B' necoliniare. 5. Se consideră două cercuri şi un segment. Să se construiască un | 
| ; punct M pe primul cerc şi un punct N pe al doilea aşa încât segmentul ji 
| a "MN să fie congruent şi paralel cu segmentul dat. | 
$: ` i > A E n o ; ` Ii 
p SA g 6. Aceeaşi problemă ea la 5 înlocuind unul din cercuri cu o dreaptă. | 
p> Pa Fig. 111.32 7. Se consideră un pătrat ABCD de centru 0. Fie M, N, P, Q mij- | 
| A ii loacele laturilor AB, BC, CD, DA. Să se precizeze poziţiile punctelor | 
SAL că TM), TN), TOP), 7330). | 
| B 8. Se consideră un hexagon regulat ABCDEF, de centru O. Să se | 
. + . vals S . í . . =% j | 
Ipoteza Concluzia precizeze imaginile virlurilor sale prin translatia de vector AO. Aceeasi | | 
7 i Í = A'R’ g 3 > | 
AA' | BB, A4'=B8 AB Ab problemă pentru translaţia de vector OB. La fel pentru cea de vector i | 
Semidreapta AA’ de acelaşi sens cu semidreapta BP. T j 
in acest caz incepem prin a observa că AA'B'B este un patrulater | | | | 
A ; 9. O translație transformă o semidreaptă intr-o semidreaptă para- | 
A lelă şi de acelaşi sens cu ea. | 
adică nu arată aşa ca urmare a părţilor 1 şi 3 ale ipotezei. Avind l 10. O translație transformă un segment orientat într-unul echiva- [| 
valent cu el. | 
DB 11. O translație transformă un unghi orientat într-unul de aceeasi | 
laturile opuse AA’ şi PB! paralele şi congruente el este paralelogram. Rezultă ad > $ | 
"pr i a Ia Da i ran a zita folosirea, ca mai aja | 
AB= A'B' ca opuse în acest paralelogram (pentru a ev ita $ 3 ap Pee j | 
i i 6 šta că A'E . Poate o translație de vector nenul să transforme un poli A 
sus, a unei teoreme „suplimentare“ din clasa a 6-a, se poate arăta că A ABA'= > rima poligon in |! 
= AB'A'B, cazul 1). ' cata FT PP ee k | 
i 13. Daţi exemplu de o figură care să fie transformată în ea tmsăsi ÎI 
z . : 4 : k ) In a 5 « A J S 
Observatie. Fie T o translație. Cunoscind imaginea T(Pa) prin aceasta de o translație de vector nenul. | 
> T aa + Pt i 5 "fe eterminată:; ea E Ant "ag NA je A A | 
translație a unui singur punct Po, translația 7 este perfect determinată 14. Arătaţi că o transformare geometrică ce transformă orice seg- | 
; A ment orientat într-unul echivalent c ste ranslați i 
este translația de vector Pa T(Po). ent cu el este o translație. | 
Intuitiv, un vagon de cale ferată, pe o porțiune dreaptă de linie, execută i 3 | 
o translație (poziţia sa, la fiecare momenl fixat, se obţine printr-o anumită d | 
translație, ce depinde de acel moment, din poziția inițială (fig. 111.33). - A | 
5 mi ` 
ROTAȚII | 
. . . . A l 
Definiție, Fie C un punct fixat și u o măsură de unghi orientat. f | | 
Rotaţia de centru C şi unghi orientat n se defineste drept transformarea geome- | | 
| | 
| 401 | 
100 | 
i 


2 în C iar t P ” într-un punet O = Re. a (P) 
irică Renu te duce C în C iar un puuet P + C | | fi 


definit prin Æ(CP, CQ) = u, CQ = CP. ; | 
À Q 
4, Pip, 111.34 
SU U 
t C P 


bserpaltl. | . Rot alia de ung hi 1 este trans for maeu identică JE 
0 S d D Re 0 S n al 2 
talia an d [e orie t t 4 g este toc nal siımet rla ală 
( [a DU 0 BALE ma 
2. R ta! Ro 1R0 de unghi renta € 


de C. 
Q 
oo 
C Fig. 111.35 


i i aţi ste o izometrie. 
eoremă. Orice rotaţie Ro, es j l E 
a Va trebui să alegem două puncte oaregaro M, N a notăm 
MR l (M), N' = Rg,u (N) ṣi să demonstrăm că M' N = MN. 
M = Cù VE) P o A a a, 
Cazul „general“ C, M, N agi | Pa 
Ipoleza. KTA 
CU =CM', CN CN, j ] 
(CM, CM) = (CN, CN) (=u i n RI K 
a în acest caz. Avem XCM CN) & Ta ei aci 
(CM! CN) = (CM, CM) + (CM, CN’) +N 5 Cl E sea 
îi Pi- < (CN CN) + ACMS CNY = (CM; CN y deci sa mt Alia 
2 x ON “Rezultă AMON = AM'CWN' (cazul 1) şi deci M'N = MN. 
== a special“ C, M, N coliniare. E Vasea E 
A rea — M sau C = N rezultă imediat din definiţie: CN = CN a 
a d C + M,C # N. Din demonstraţia de la cazul gonere pai 
((X i N) SE UCM! CN’), valoarea lor fiind în cazul de față 0 sau e să 
a i d a ea CM, CN sint de acelaşi sens, aşa ini Şi emil pie E 
TN a ina dacă CM. CN sint de sensuri contrare, aga sînt şi CM", CW. 


+ 


AN N° 


e aaa deasa Fig. 111.36 


; TN E OMCN = VOM = ON [= 
j ima situație avem M'N'= |CM Sh pe 
VI “i k na pis MN’ = CM' + CN = CM +CN = MN, q.e-d. 
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Un carusel execută o rotație 


(cu aceeași precizare ca și la mișcarea 
vagomului de cale ferată pag. 100). | | 


Fig. 111.37 


20. Probleme 


|. O rotaţie duce un cerc intr-un cere. În ce caz 0 rotație dată duce 
un cere dat în el însuși? 

2. Două cereuri de raze egale pot fi „suprapuse“ printr-o rotaţie, 
al cărei unghi orientat poate fi ales cum dorim. z 0°. 

3. O rotaţie transformă o dreaptă într-o. dreaptă. Poate fi dreapta 
imagine paralelă cu cea iniţială? Dar identică? Deserieţi cazurile în 
care au loc aceste situaţii. ; 

4. O rotație transformă o semidreaptă într-o semidreaptă. În cazu- 
rile, precizate prin soluţia problemei 3, în care se poate pune problema 
dacă semidreapta imagine este de acela; 


şi sens sau nu cu semidreapta 

inițială, precizaţi. care este situaţia. j 

5. Să se construiască un triunghi echilateral cu un virf dat Şi cu 
celelalte două virturi situate pe două drepte date. Descrieţi situația în 
care problema are o infinitate de soluţii. 

6, Să se contruiască un pătrat ce are două virturi opuse pe două 
cercuri date, iar unul din celelalte două intr-un punct dat. 

7. Care sint rotajiile care duc un triunghi echilateral în el însuși? 

8. Aceeași problemă pentru un pătrat, 

9. Aceeaşi problemă pentru un hexagon regulat, 

10. Se consideră un hexagon regulat A BCDEF şi figura Æ formată 


din trei cercuri de rază —A B -de centre A, C, E și din trei cercuri de 


ui 


“rază 14 B de centre B, D, F. Care sint rotațiile ce transformă figura 
“4 


H în ea însăşi? 

11. Se consideră un pătrat ABCD ìn care C, D sint în semiplanul 
din stinga semidreptei AB. Precizaţi imaginile virtarilor pătratului 
prin rotația RE ; 

12. Se consideră un hexagon regulat ABCDEF, în care C este în 
semiplanu! de la stinga semidreptei AB. Precizaţi imaginile virfurilor 


tiken TEE E i z 
sale prin rotațiile R so Aceeași problemă pentru Ry ge 
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13. C şi D fiind puncte diferite, determinaţi un punct X astfel ca 


Ro, oo (X) = Roco (%)- Aceeaşi problemă înlocuind —60° cu +120°. 


La fel cu 60°, -+60°. 


Problema rezolvată. Dindu-se trei drepte paralele (fixate) să se con- 
struiască un triunghi echilateral cu virfurile respectiv pe fiecare dintre ele. 

Observatie: dacă există unul, prin translatie de-a lungul dreptelor putem 
obţine o infinitate. 

SOLUȚIA 1 (folosind numai cunoștințe de clasa a 6-a). Sint date 
dreptele a, b, e (fig. 111.38). Considerăm problema rezolvată. 


Fig. 111.38 


Ducem (notaţiile sin! cele din figura) AD e şi CM înălțimea triunghiului 
care taie segmentul AB în M, mijlocul său, Patrulaterul ADCM este inscrip- 
tibil XADC = XA MC = 90°. Deci Dı, = Ca = 30°. M este de asemenea și 
mijlocul segmentului PO (P şi Q sînt punctele unde DM taie pe b, respectiv 
a). Problema este terminată: ducem AD L e, ADQ = 30%, luăm mijlocul 
segmentului PQ. Unim A cu M şi prelungim pînă taie b în B. AB este latura 
triunghiului căutat. 

SOLU ŢIA 2 (prin asemănare). Dacă distanța dintre a şi b este m, cea 
dintre b şi e este n, latura AC este împărţită în raportul mjn. Cum toate triun- 
ghiurile echilaterale sînt asemenea, luăm un triunghi echilateral A'B'C” și îi 
impărţim latura A'C” în raportul mjn prin punctul interior N” (fig. TII. 39). 
Ducem prin A” şi B’ paralele a! şi b' la B'N' și obţinem o figură „asemenea“ 
cu cea căutată. Fie d! distanța dintre a’ şi «. Prin procedeul construirii celei 


Fig. 111.39 


„de a patra proporţionale“, cunoscind distanța d dintre dreptele æ şi e, obți- 


nem latura AC a triunghiului ABC căutat. 
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SOLU ŢIA 3 (prin rotaţie). Rotind pe A în jurul lui B cu 60° 


mE Doei rot scz Apt PAR i J „ajungem“ 
? pi potind deegpta: daji unui punct lixat la început 8 i, b, obti 
nem aco ET E: á a put Bu 
em acolo unde „rotita“ lui æ taie e. punctul C, deci avem latura BC Ae 
ghiului. alura BC a triun- 


PROBLEM E RECAPITULATIVE 


- TAa triunghiul ABC, latura BC = 5 cm, medianele BB’ 6 cn 
S = C ă se af p i TA i y 7 
şi P 4,5 cm, Să se afle celelalte laturi ale triunghiului i 

> Trapezul isoscel ABCD este circumscris unui cerc. El are AB 
baza mică, de 2 cm și baza mare CD = 8 em. Se cere sc 
şi laturile neparalele, A 
s £ i A d = A $ 
3. Într-un triunghi isoscel OA B (0A = OB) X AOB 36 *. L 
= < = 30 ”. Luăm 


pe latura OB punctul C interior, astfel incì CA = 36° 
pD » astlel încît CAB = 36°. 

a) AACB ~ A0AB, 

b) OC = AB = AG 

4, Într-un cerc de centru O inseri i 

b i riem un poligon resulat c i 
(decagon regulat). Fie AB, BE şi EF trei itidal Aia E n er 
se intersectează cu OB ìn C. Notind AB = BE = ER > ] i io mă 
= R demonstraţi că TAR Putieiae SE = 

a) CB=R—l: 

b) OC = AC = l; 

6) R(R—D=E sau 24 R= R? 0: 
d) Veriticaţi relaţia 2 + RI — n: = [i i Pi ae) li pR NE] 


a a el! BI 


găsiţi de aici lature ao i : 
găsi atura decagonului regul à ìn f i 
p i g egulat convex 5 
ia g nvex în funcție de raza cer- 
„5. În trapezul dreptunghic APCD, înălțimea BC — 
mică A B = AD = 4, iar baza mare CD e 
bazei mici şi laturii AD. 
6. În fisura RI i 
$ g „| cercurile de centr ȘI ă 
sint tangente la dreptele VT. VT” și moni fe pi al 
g ptele » VT” și tangente exterioare între ele j 


raza cercului inscris 


Să se demon- 


/ 
e i = á cm, baza 
= 9 cm. Determinaţi æ, măsura 


Fig. R1 


Demonstrați că aria cercului (02) este 


cea a cercurilor (0,) şi (0,). intii dana Bl ta 
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7 Printr-un punct fix P situat in interiorul cercului fix de centru 
O(0 + P) trec coardele perpendiculare mobile AB, CD de mijloace 
M şi N respectiv. s 

Să se demonstreze că MN are mărime constantă. 


8. În cercul de centru O, 4 și B sint două puncte diametral opuse. 


5 da D AAN : 
Fie M şi N două puncte variabile pe cerc, astfel incit MAN = 50°. 


Dreptele MB şi AN se întîlnesc în P. 

a) Cite grade are X MPA? 

b) Care este locul geometric al punctului P? 

9. În triunghiul ABC, X BAC = 60°, BD și CE sint inălțanu, iar 
O este mijlocul segmentului BC. 

a) Să se demonstreze că: AOED este echilateral. 

b) Dacă AC = 4 em şi AB este de mărime variabilă, să se găsească 
valoarea minimă a laturii triunghiului echilateral OED. 

10. Să se determine care este dreptunghiul de arie maximă inscris 
într-un cere de rază |, 

1L. În triunghiul isoscel ABC este inscris un cere. Laturile AB = 
= AC = 13 cm, iar baza BC = 10 cm, Să se calculeze raza cercului 


12. Se dă un cerc şi A un punct exterior. Ducem AT şi AS tangente 
la cerc (fig. R.2). (S şi T sint pe cerc). Coarda TE e paralelă cu AS. 
Segmentul AL taie a doua oară cercul in Q. Demonstraţi că TQ intil- 
neşte tangenta AS in M, mijlocul ei. 


Fig. R.2 


13. Pe semidreapta AC, ABC, fiind un triunghi, se ia D aşa incit 
X CBD. = X BAC. Demonstraţi că: a) BD este medie proporțională 
intre AD şi CD; b) BD este tangentă la cercul circumscris triunghiului 
ABC. 

14. Se. dă triunghiul dreptunghic ABC cu X A = 90°, AB = 3, 
AC = 4. 

Să se găsească latura pătratului AMN P, unde M € : AB, NE = BÇ, 
P € AC. Catestels tind b. e. aceeaşi intrebare. 


15. În figura R.3, ABC este un triunghi oarecare, ABDE şi ACFG 
pătrate. Să se demonstreze că: a) EC = BG, b) EP L PG, c) AP este 
bisectoavea lui 37 HAJ. 


I 


16. Un semicerc cu raza R este înscris într-un trapez isoscel (adică 
are centrul pe baza mare DC, şi este tangent celorlalte laturi AB, BC 
si DA). Unghiul ADC format de o latură neparalelă cu baza mare are 
45°. Să se afle aria trapezului. 

17. Să se alle aria unui trapez isoscel, ştiind că bazele sale sînt 12 
şi 20 cm, iar diagonalele sînt perpendiculare intre ele. 

18. Într-un pătrat ABCD sint inscrise două semicercuri cu diametre 
AD şi BC. Un cere mai mic este tangent la ambele semicereuri şi la 
latura AB. Să se socotească raza acestui cerc în funcţie de g, latura AB. 

19. Segmentul AB = g, fix, este în acelaşi timp coardă şi tangentă 
a două cercuri concentrice de rază variabilă. Să se demonstreze că aria 
coroanei circulare cuprinsă între ele este constantă. 

20. În pătratul ABCD de latură æ (fig. R4) se inscrie triunghiul 
APQ cu X QAP = 30°, (Q pe segmentul DC și P pe segmentul BC). 
X APQ = 90. Se cer laturile acestui triunghi. 


De ia ONC 


Fig. R.4 


„21. Se.dă triunghiul ascuțit unghic ABC in care CB = 3 şi inălți- 
wea AA'=2. Să se: afle latura pătratului inscris in triunghi (două 
virturi pe BC, celelalte două respectiv pe AB, AC). 


J 
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29. În figura R.5 ABC este un triunghi isoscel inscris într-un pătrat 
(AB = AC = a) şi pe înălţimea AD ca diametru se construieşte un cere 
care taie AB în M şi AC în N.-Se cere MN în lungţie de a. 


B D Ç 


23. Demonstraţi că orice figură plană care are două axe de simetrie 
perpendiculare are şi un centru de simetrie! Reciproca este adevărată? 

24. Cu laturile cit ale respectiv triunghiului echilateral, hexagonulut 
regulat şi pătratului înscris în acelaşi cere, se construieşte un triunghi. 
Să i se precizeze natura. Găsiţi raza cercului cireumsoris lui. 

25. Pe segmentul AB se consideră punctul M variabil și, de aceeaşi 
parte a segmentului, triunghiurile echilaterale A MC şi MBD. Cercurile 
circumscrise acestor triunghiuri se taie în M si N (fie. R.6). Arătaţi că: 


1) A, D, N sînt coliniare. 

2) găsiți locul geometric al lui P. mijlocul lui CD. cind JM se mişcă. 

3) mediatoarele segmentelor CM şi MD'trec printr-un punct tix. 

4) dacă AM = x şi AB = a, să se exprime CD în funcție de a şi x. 

26. a) Să se arate că simetricul ortocentrului unui triunghi faţă de 
o latură se află pe cercul circumscris triunghiului, 

b) Să se construiască un triunghi cunoscind: o înălțime, ortocentrul 
fixat pe ea şi mărimea segmentului dintre ortocentru și alt virt. 

27. Triunghiului ABC i se prelungesc laturile a, b. e cu segmen- 
tele CB’ = a, AC' =b şi BA' =, cum se vede în ligura R.7. Se ob- 
ține un nou triunghi A'B'C", Dacă gtergom cu radiera triunghiul 


inițial, rămine numai triunghiul A'B'C'. Construiţi din nou triun- 


ghiul ABC. 
(Olimpiada R.F.G. 1977) 


28. Un trapez isoscel cu baza mică AB = 2a şi baza mare DC = 
= 2b, este circumscris unui cerc. Se cere aria trapezului. 

29. Fie ABCD un patrulater convex cu diagonalele AC = 3, BD=4 

a) Fie M un punct pe AB, MN |BD, (N € AD), NP || AC 
(P € CD), PE || BD, (Q € BC), QM' || AC (M' e AB). Demonstrați 
că M şi M’ coincid. 

b) Calculați laturile lui MN PQ în cazul în care el este romb. 

30. Construiţi un triunghi A BC cunoscind raportul E -Ž , latura 
BC = 4 și raza cercului circumscris R = 3 cm. i 

31. În figura R.8 catetele AB = 3 cm și AC = 4 cm ale triunghiului 
dreptunghic ABC sint diametrele a două semicercuri construite în 
afară. Să se calculeze tangenta TS comună acestora. 


Fig R.8 


32, Se dă triunghiul ABC şi un punct D mobil pe latura BC. Fie 
O şi D' centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABD și ACD. 

a) Să se arate că raportul razelor acestor cercuri este constant 
cind D parcurge interiorul laturii BC. 

b) Care este poziţia lui D pentru ca razele cercurilor să fie minime? 

33. În figura R.9 ABC este un triunghi echilateral şi se construiesc 
in afara lui, pe laturi ca diametre, semicercuri. Un cerc este tangent 
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j [i 
` la toate aceste semicercuri. Să se afle aria porțiunii haşurate in funcție SOLUȚII s | 
de l, latura triunghiului echilateral. ; | 
Îi 
| 
i9 
NA 
PROBLEME  RECAPITULATIVE | 
DIN MATERIA CLASEI A 6-a | 
A 1 ; 1. Se compară de pildă AZBG cu AABC. 2. a) XB'CH = 30, impreună | 
l cu simetricul său formează un unghi de 60° şi XB'HC =X BAC etc... | 
: U ; ; , b) X BHC = 120° deci HI îl imparte în X BHI = X IHC = 60° etc... 
34. Pe laturile unui triunghi echilatera] ca coarde și tangente la 3. Cu notațiite din figura S.0.4. rezultă congruența AADM — AABN pen- | 
respectiv celelalte laturi, se construiesc trei arce de cerc cu în ligura | i r 
R.10. Să se calculeze aria haşurată în- functie de 7, latura triunghiului. A B | 


Vl 


Fig. R.10 


tru X D = X B => X DAM = XNAB, X AMD = XANB şi AN = AM 
deci ipotenuzele AD = AB (fis. 5:0.1). 4. Romb! Cu notațiile din figură 
AABC = AADC (cazul 2), deci AB = AD, BC = DB. Asemănător se arată 
că AD = DC, AB = BC (fig; S.0.2): 


35. Dintr-un triunghi dreptunghic cu laturile b, c, să se „decupeze” 
cercul inscris. Se cere aria rămasă din triunghi (fig. R.11). 


DERN SEC 
| 


Fig. R.11 

Fig. 5.0.2 Fig. 5.0.3 | 
ci să . | 
36. Pe laturile AB și CD ale patwulaterului convex ABCD se iau | 
respectiv segmentele AM = NB, DP = QC. Să se arate că dacă ariile | 

lui: AM PD și NBCO sint egale. patrulaterul ABCD este trapez: (fig. A @ D B 
R.12 | EA e a ae ac E ie MRI | | 
) 5. Iese imediat din inegalităţi de laturi în triunghiurile formate cu laturile | 
iniţiale. 6. 5°, 50°, 125°. 7. Ar insemna (fig. 5.0.3) că atit AOAD cit şi AOCB | 
ar fi isoscele, şi de aici că dintr-un punct se pot duce două perpendiculare | 


distincte pe aceeaşi dreaptă. 8. Se dovedește că unghiurile opuse sint supli- 

N mentare. 9. În figura S.0.4, XABA' = 90° = XABA”, XA' = XM. 10. | 
| 

. | 


Fig. S 

37. Într-un cerc dat de centrul O gi de rază 2 em inscriem un drept- i 
unghi variabil ABCD. Pe latura AB luăm punctul M. Ducem MN | AC. Ai 
(M € BC); NP | BD (Pe CD), PO | AC (Q e DA). Arătay că $ 
MN PO este paralelogram și calculați perimetrul său, | 


= 


l 
it 
(=t 
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Este mijlocul „arcului mic“ BC. Nu are importanţă: trece prin mijlocul aroulaă 
pe care nu-l descrie A. 11. Considerăm problema rezolvată, Cercurile cu ia 
metre DA respectiv BC au cite un semicerc pe care se allă două virfuri ale 
pătratului (fig. $.0.5.) Fie M şi N „mijloacele“ celorlalte două i pia 
Pe aici (conform problemei precedente) trec bisectoarele-diagonale ale unghiu- 


rilor pătratului. Deci unim M cu N și prelungim pină taie semicercurile cele- 
lalte. Obţinem P şi R, viriurile pătratului şi de aici incolo problema este 
simplă. Examinaţi cazul cînd M şi N coincid. 12. I fiind pe bisectoarea E A, 
arcele BL şi LO sint congruente (L este punctul unde bisectoarea din A taie a 
doua oară cercul), deci şi coardele LB = LC. 7, centrul cercului înscris fiind 


şi pe bisectoarele lui B şi C, cu notaţiile din figura 8.0.6. X L = 2.X1, 


JİLE = X2 + Xa, deci XCIL = X 2 + X3. 


13. X B’ = XABB, eto., deci A'B” || A"B” (fig. 5.0.7). ' a 
144. a) Cu notaţiile din figura 5.0.8: XA 2 XAs2 X My XA ANE. De aici, 
X M, = X ANE, și AAMN isoscel. b) Ducem AE L MN, EN = EM, 


M 


Fig. 9.0.8 
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de aici MN 4 NP = 2PE = 2AH, și cj locul geometric al lui Æ este un 
segment din A paralel la BC. 

15. Laturile neparalele sînt congruente: una este linie mijlocie şi alta fiind 
mediană într-un triunghi dreptunghic este jumătate din ipotenuză. 16. a) 
C'A, || BH, A'C' | AC şi BH | AC deci C'A, L A'C', bj. Patrulaterul are 
două unghiuri opuse, drepte: figura $.0.9. Ap! C! 


Fig. 8.0.9 


17. Folosind raţionamentul din ultimele două probleme reteritor la celelalte 
virľuri şi laturi ale triunghiului. 18. Prelungim CB cu CD = BC şi se formează 
un triunghi isoscel AA BD cu X BAD = 60” deci echilateral. 19. Din problema 
precedentă XEDA = 90°, din congruența triunghiurilor ACEB şi ABDA re- 
zultă X BEC = XADF. Deci AEF D inscriptibil deci XAFE = XADE = 90°. 
20. Ducem perpendiculara pe înălțimea AA’, apoi cu centrul în A şi cu două 
raze cit AB respectiv AC intersectăm această perpendiculară. Există două 
soluții (cu unghi obtuz san ascuţit) figura $.0.10, 


Fig. 8.0.10 


24. XA, = XB, = XC, (le vom nota pe toate cu X1, 5.0.11) ADE = 
= 480° — X1. Din triunghiul isoscel DF rezultă: i 
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480 — (180 — a — 431) _ a i 


2 


) 
pa d 


Lă 


XFDC = 


30° 3609 — iu — <} gapa ; 
JEDA d 00 ema e E; 
X A = 


“X ADC = 180° — î, 
XEDF = XEDA +XADC — PDC = SEE SL 902 4180 — 


90° a <x + Al — 2al — Su — sl = 90°. 


Lis] 


EE din asa > S IN 
Lyi- n = 


92, Întâi construim triunghiul dreptunghic BB'C unde se cunosc ipotenuza 
BC şi cateta BB’. Apoi prelungim B'C pină taie arcul care „vede“ segmentul 
BC sub unghiul A. Sint două soluții după cum construim arcul capabil de 
A de o parte sau de alta a segmentului BC. 23. Pe coarda BC construim arcul 
capabil de unghiul XA. Cu raza MA şi centrul M tăiem cu un arc de cere 
acest are capabil' de 4, figura 50.12 ; 


A 


B AM C 

Intersecţia este punctul căutat. Există două soluţii dacă se taie arcul capabil 
în 2 puncte, una dacă cercul de rază MA și arcul capabil sint tangente, nici- 
una dacă MA > MN (MN BC) şi o infinitate de soluții dacă A =.90" 
şi MA = E, 

24, Se găsesc trei triunghiuri congruente. A doua intersecție a două cercuri 
se află pe cercul circumscris unui patrulater... ; 
25. Construim un triunghi de laturi BC, a BB' și a CC’. De aici rezolvarea 

d o 

este imediată... 26. Pe semicercul de diametru BC cu centrul în B respectiv 
C ducem corzile BB", CC’. Unim B cu C şi C cu B’ şi se vor lăia în A... 
27. Se construiește un triunghi cu două laturi cit cele date, şi a treia cît dublul 
medianei. Dublul uneia dintre medianele acestui triunghi (precizaţi: care) 
este latura a treia căutată... 28. Considerăm problema rezolvată, avind cercul 
circumscris lui ABC, prin D mijlocul arcului BC trece prelungirea segmentu- 
lui. AT (bisectoarea cunoscută) (vezi figura $.0.13). Perpendiculara din M, 
mijlocul lui BC trece prin D şi prin O centrul cercului; mediatoarea corzii 
AD trece şi ea prin O. Problema este rezolvată: construim triunghiurile 
dreptunghice AAA'T şi AAA'M, ducem MD perpendiculară pe A'M şi! D} = 
= AJ N MD. Mediatoarele lui AD şi MD se intilnesc în O. Cu o rază cit 


Jia 


paint ie 


E L-ai 


OA tăiem dreapta A'M iù B și C. 29. Unghiurile 3 M și X M” (fig. $.0.14) 
sint constante fiind „înscrise“ în respectiv arce fixe, deci 37 P este constant şi 
„Vede“ segmentul 77” sub acelaşi unghi, gi anume de 90%, X M şi < W fiind 


A îi 
i Ia Pa 
fa fa pe 
MA 
N] 
Fig. 8.0.43 Fig. 8.0.14 


complementare. Soluția este deci un cerc de diametru 77”. 30. Se construieste 
intii un semicerc de diametru BC se duce pe el B’ in compas cu centrul B 
şi raza BB’. Unim C cu B’ şi prelungim pină taie cercul de centru O si de 
rază OB. Dacă O nu este pe mediatoatâu lui BC. problema este imposibilă. 
3. Considerăm problema rezolvată. OM este axa mediană în OA B (lie. S$.0.45). 


Ya 


pi 


O P z 


Fig. 50.15 f 

Punctele A și B sint egal depărtate de OZ. De aici ni se sugerează că trebuie 
să se găsească pe o paralelă la OX respectiv OF egal depărtate de M. Deci 
luăm pe OZ, segmentul MP = OM, construim paralelogramu! AOB P de dia- 
gonală OP şi punctele A şi B sînt cele căutate. 

32. a) În figura $.0.16, pătratul TQMS imseriptibil avind două unghiuri 


„opuse drepte. Deci X QTS = 60. T fiind pe bisectoare TỌ = TS. Deci 


avem desa face cu un triunghi isoscel cu un unghi de 60°, b) Bisectoarea un- 
ghiului mobil ABMC trece prin mijlocul (fis) al arcului mare BC... 


A 


Fig. 3.0.16 


115 


h 
f 
| 
Ip} 
HA 
ps 
| 
|| Ka 
DA 
| id 
i 


DAPITOLUL I 


1 pag. 12-13 


1. AC = 25 cm, CB = 30 cm. 2. CA = 275 cm, CB = 330 cm (C se găseşte 


i ; z y TA Te 
în afara segmentului AB, mai aproape de A). 3. xv = =, y = %3, 3 = —. 
; ze CA DAN CANCR- DA IDR 
ji oporțiile derivate: == = = di 
4. Folosim una din proporţiile Za D7 F i 


& AL AR &CB = DB&C =D. 5. Raionament asemănător cu (4). 
CB DB 


6. Se aplică teorema lui Thales de mai multe ori...7. Teoremele în legătură cu 
linia mijlocie. 8. Dacă este corect formulată, procedind prin reducere la 
absurd şi folosind rezultatele de la problemele 4 şi 5, reciproca este adevărată. 
AA E 1U. Se 
NC 8 

folosesc, de pildă, două triunghiuri congruente. Îl. Revedeţi demonstraţia 
teoremei lui Thales, care a fost făcută pe un caz particular. În loc de D, 
veţi avea Dm iar B ar juca rolul lui Dp. Evident, neparticularizind, va trebui 
să apelaţi la un „șir de puncte“, scriind de exemplu: „Di, Do., Dum, adică 
nu puteţi să enumeraţi toate punctele. 12. Cu notaţiile din figura 5.1.4 „pur- 
tăm“ în continuare pe aceeași semidreaptă w şi n și, cu originea tot în O, pe 


Aveţi grijă la „aşezarea“ punctelor pe cele două laturi. 9. 


O Ww M U -A 


V FA 
N A 

X / 

8 
o altă semidreaptă îl desenăm pe v, ducem apoi prin A o paralelă la MN - 
* BN = v. 13. Nu putem „începe“ dintr-un punct O, segmentul y trebuind să 
apară pe ambele drepte în poziţii care nu-şi corespund. Trebuie folosit un alt 
procedeu. 14. So foloseşte teorema lui Thales in AOA,,B, şi AOB,C, şi apoi 
reciproca în AOA,C,, 15-16. Desenăm 6 segmente dacă D nu este mijlocul 
lui BC, și 3 dacă BD = DC, Se demonstrează folosind repetat; teorema lui 
Thales și problema 4. 17. Prelungim latura AC a triunghiului ABC cu seg- 
mentul AM = AB. Ținind seama că triunghiul A MB este isoscel, că X BAC 
este unghi exterior lui şi că AD este Disectoare, obținem AD|MB. Aplicăm 
acum teorema lui Thales in AABC. În cazul bisectoarei exterioare purtăm 
segmentul A M = AB astfel incit M să fie în interiorul lui AC (Dacă AB <AC) 
etc... 18. Procedeul este asemănător. Punctul M nu se găseste în interiorul 


unghiului, dacă A rămine O şi B. 19. Se aplică teorema lui Thales. 20. = = 
6 


= —. Daţi alte exemple fără să ampliticați sau să folosiți proporţia din 


exemplu. 


116 


2 pag. 18-20 

1. Cu notațiile din figura S.T.2. din asemănarea triunghiurilor ADAB~ ADM P. 

ACAB=ACPN. tinind seama că AM 5 pa „se obtine MP = NP. 2. Pro- 
MD NC » 

cedeu similar cu cel de la (1). 3. Esprimind două relaţii de asemănare unde 


Fig. 5.1.2 Fig. S.J.8 


figurează un raport comun, se obţine relația cerută. 4. Unim de pildă una 
din extremităţile bazei mici cu mijlocul bazei mari, prin punctul unde se 
intersectează diagonala ducem o paralelă la baze. 5. Este în fond problema 


1), se obține z= Z. 6. SO = i ELT D240, Aia la. Co na. 
a -j b tr 
taţiile din fisura $.1.3. 
ad ac 
J= 3 D = abe. 
ai ERE T A 

9. Cu notaţiile din figura 85.1.4. (DB = m, AC = n) se obține, din asemänarea 
triunghiurilor ANA B şi ANDC : ND =, NB d, PUR S a 


a+b Forio BEY 


N Ti 4 


D q C 
Fig. S.F.4 Fig. 5.4.5 
10, a. Folosim notațiile din figura S.L5.: BC, = 5, BC, = 3. Revine la 


a impărţi segmentul A,A, = 1 cm în raportul Š. Din AM =1+ Lig i 
3 EERE 


iHi 


meye mp 


și NM =3 +$ .«4= 45 cm. b. Procedeu asemănător cu cel de la ø). 


4 PT $ 3 A e LR 
11. MO = 20 fiind centrul cercului cu raza mai mică) MO = i 
—r —r 
La, Tet 4 . . 1 A 
12. Pentru tangenta comună interioară MO! = ea MO == T < (yezi 


[i tă Pi az 
procedeul analog de la problema 6). 13. Procedeu analog cu cel de la 14). 
14. Un cere cu centrul O’ pe OA, cu raza de k ori mai mică, astfel încât 
O'A : Rs Rp - x 
oF k. 15. Raţionament similar cu cel de la 14). 16. Punctul se află ta 
intersecţia tangentei comune (exterioară šau interioară) cu linia centrelor. 
17. Prin două asemănări se „transpune“ suma de rapoarte pe diagonala- AC. 
18. 4. 19. Se aplică teorema fundamentală a asemănării. di 


3. pag. 24-25 ; 
4. Au unghiuri respectiv congruente. 2.-8. La fel cu 4. 4. Cazul doi. 5. Cazul 
4. 6-7. Formaţi două triunghiuri asemenea. 8. Raportul ipotenuzelor egal cu 
cel a două catete implică asemănarea triunghiurilor (cazul 2). 9. Cazul 1 de 
asemănare: două unghiuri au laturile respectiv perpendiculare. Atenţie: 
această proprietate va fi utilă la capitolul arii! 10. Se aplică problema prece- 
dentă. 11. Din asemănarea triunghiurilor APMC şi AMNB vezultă: E = 
NB. 


M E 2 ara A (afis ie j 
aon constant, pentru că raportul dintre o latură a unui pătrat și diagonala 


sa este constant (uşor de demonstrat cu cazul 1). 12. Construim un pătrat 


oarecare MNPO cu latura QP pe BC şi M pe AB, unim B cu N şi prelun-, 
gim pină la N” pe latura AC (fig. $.[.6). Ducem apoi W'P' LAB ete. Pătra- 


tul căutat este M'W'P'Q'. 13. a. Din congruența APAD = AMAD. b. Din 
asemănarea AABE = AA MO (cazul 2). e. Se arată că MBL PS, şi că patru- 
laterul convex PA TM e înscriptibil. 14. a. Din congruența AECB = ADCA. 
b. Din a. rezultă AGCB inseriptibil şi de aici imediat b. e. Patrulaterul CDEG 
inscriptibil (din a) ete. 15. Am demonstrat (11) că într-un triunghi, produsul 
dintre înălţime şi latura pe care cade este constant. Deci DQ- AC = DC: AA 
(în AADC), PD- AB = BD: AA! (în AABD, A! fiind piciorul înălțimii din 
A) dar BD = DC şi de aici relația cerută este imediată. 


B-U A AE =) 


Fig. S.I. 6 


D page 33-34 3 
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de cercuri, unind punctul cu um punet de intersectie al cercului şi constatind 
că punctele celelalte de intersecţie cù cercurile diferă. 4. Tangenta comună 
in punctele lor de tangenţă. 5. Intersectăm două locuri geometrice de tip i 
celor din problema precedentă (secante comune) si punetul se Eeo pe 
locul geometric corespunzător şi celei de a treja perechi Pe aceea i e k- 
dreaptă d, en o extremitate comună ducem segmentele u şi o, şi pe aen 
care este diferența lor, ca coardă, construim un cere (fig. SER angea la 
„acest cerc este | na, bo particula» pentru comoditate, se ia odara m-e că 
diametru. 7, Umm A eu (şi prelungim pină taie dreapta d în M. Casian 
ẹ = VMA "MB. Apoi luăm pe d segmentul MP = o, care se poate lua in 
două sensuri, şi construim cercurile ce trec prin P, B, A. Sint două, după 
cum am luat pe dreapta d punctul P de o parte sau de alta a lui M Dacă 
AB jj d, atunci puncinl P de tangentă se obtine ducind mediatoarea na 
mentulu AȘ. la intersecţia ei cu d. Atunci soluţia este unică. $ Com arăm 
triunghiul AM AD şi A MC Bși tinem seama că unghiurile anuai a T - 
later inseriptibii sînt suplementare, 9. Dacă XA, = X B., pentru că X A M = 
== XBMC rezultă < EN i GA ra. S o) ; SĂ SAATA Man 
sa a XD, XC, (fig. 5.1.9). 


Aplicind cazul 2, din asemănarea AAMD~ ABMC rezultă si asemăna 

rea A MDC E A MA B, deci ATC A a A Re a se ati 
t5 + X6) = 360 SA + X5) HA HAG) == 180°. 10. Cu notațiile 
din figura 5.1.40 avem pe de o parte MA: MB = k (din ipoteză), pe de altă 
parte MA : MC = e (constant) (ca putere a punctului M fată de ME), Făcând 


Fig. S.140 


1. Comparăm in figura S.1.7 APAT~APBT (cazul i). 2. Se aplică in ambele 
puterea punctului şi se pune în evidență secanta comună. 3. Se demonstrează 
că un punct care nu sr găseşte pe acea secantă comună are puteri diferite față 


ETE | | | 008 


raportul, ma sp (constant). Deci dacă C descrie cercul, M descrie şi el un 
z 
AI t % MO’ k 
tre raze fiind £, avind centrul 0’, OTEN 
2 


cere, raportul din romii 
11. Dacă M se află pe cerc, ducem diametrul ce trece prin M (M N) (fig. S-1.41). 
Punctul P astfel încit MN: M p=—k va fi (din asemănarea AAMN ~ 
~ AM BP, cazul 2) piciorul perpendicularei din B pe diametru. P este lix, B 


mobil, deci descrie coarda perpendiculară pe MN. 


Fig. SIA Fig. S.1.12 


12. a) Pe latura AD construim unghiul XEDA = XCDB, triunghiurile 

AEDA = ACDB (x). b) Se observă că şi AADB ~ AEDC (xx). ¢) Din (x); 
d AB e EC 

de 


(xx) rezultă respectiv (cu notaţiile din figura $.[.12) — = a 

BD pb DB a 
unde bd = AE- BD, ca = DB: EC. Adunind: bd + ca = BD(AE + EC), 
q.e.d. Această teoremă se numeşte a lui Ptolomeu. 
13. Demonstrația este prin reducere la absurd. 
14. Construim un cere oarecare ce trece prin cele două puncte, astfel incit 
el să taie şi pe celălalt cerc. Ducem secantele comune ale celor două perechi 
de cercuri. Din punctul lor comun ducem tangenţa la cercul dat. Obţinem 
astfel un al treilea punct (cel de tangentă). Cercul circumscris ultimului punct 
şi celor date este cercul căutat. Construcţia se simplifică dacă triunghiul for- 
mat de centrul cercului dat și cele două puncte date este isoscel. Sint dowã 
soluţii. 3 


6. pag. 39-40 


; 50 25, 144 S 4 j Ă Sul 
il 42,5 0 28|, 144 9. proiecția catetei cunoscute pe ipotenuză este 6, ipatenuza 
48 19 43 
50 J < 40 =p : s S 32 
este — , cealaltă catetă rd proiecția celeilalte catete pe ipotenuză este = 


3. Ipotenuza este de 25, cealaltă catetă de 20 şi celelalte segmente importante 
se obţin prin înmulţirea cu 5 a segmentelor omoloage dintr-un triunghi cu 
laturile de 3,4, 5. 4. O catetă este de 26, cealaltă catetă 62,4, ipotenuza 67,6 
ete, 5. Catela cu proiecția cunoscută are 5 V10, cealaltă catetă este de 150, 
înălțimea de 15 V10 etc... 6. inălțimea are 21, ipotenuza 70, o catetă 7 V10, 
cealaltă 21 10 ete... 7. Dacă într-un triunghi pătratul unei laturi este egal 
cu suma pătratelor celorlalte două laturi, triunghiul este dreptunghi. Atenĝie: 
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o greșeală tipică în formular ; : 
î a A în formularea acestei reciproc: se face în enunţul următor 
AU Arab i st p ŞI 3 e y î ; 
este d hein gi pg azer SR us egal cu suma pătratelor catetelor, triunghiul 
BA ente dop s ` pi admis de la început să triunghiul are“ catete deci 
'ă este dreptunghic. Demonstratia se face pri il Anale Edi 
T £ ; f tia se lace prin construcţie: se dă i i 
do. latu] as i 1 stie: se dă un triunghi 
IA ed, b, c, și pe laturile unui unghi drept desenat alături X goy E. 
poa tă respectiv segmentele OC = b, OB =—e. Rezultă BC larenn S 
m congruența celor două tri paa de a A e AC ARE A EEN 
să ng ja cel uà triunghiuri rezultă adevăr irmatiei Î 
figura $.[.13, folosind notatiile ei: c — aa pe R e SP 
E Ari be d it Po A: ; SHa) aļa— x), adunind obtinem 
9. În AABC c e 
LE AA BC e A =—1902 luă : 
si Bz pă er A = 90 luăm pe ipotenuza BC punctele D + E astfel 
j = PE = BA, D fiind între B şi C (este ca şi cum am fi dus cercul 


A 


BEA Q-X ` C 


na centru P şi de rază BA...). Cu ajutorul triunghiurilor isoscele BAE, BAD 
ŞI cu XA = 90° arătăm că XE = cala 
ÎI 0” arătăm că XE = X DAC = a XA BC (de fapt am redemon- 


strat pe figura noastră teorem ra unghiului î i 

conta E Hooe i Ue unghiului înscris). Avem AACD ~ 
A ard = (CB + BE) (CB — BD) ete. 10. a V2. 11. 23. 

2. 2V2 a i 

i V2 ambele. 13. Ipotenuza este de 10, cealaltă catetă de 5 V3, înălțimea 


de 5V3. ete... 14. Latur ică“ est i 65 
3 14. Latura „oblică“ este de 5, diagonala mică de 65, diagonala 


mare 429. 15. Există două ibilităţi î 26 
i r i jr wa două pi a) înălţimea de 2 26, cealaltă dia 
gonală de 145, latura oblică /T13: b) înălţimea d 14 it ală 
gonal c 3; b) înălțimea de 4 T laltă di ă 
N A os Lisi 9) timea d „ cealaltă diagonală 
V295, latura „oblică“ 8 V3. 16. 2/21. 17. 8 21/5. 18. d = V309. 19 Ducind 
Hn Dunei Mos x iasi | 
K Rd aiee ` poa ce trece şi prin centrul O, deducem că puterea lui 
ti ja AR e5 84 M= — R’. Ea este minimă dacă OM = 0 deci cind punctul 
dale în centru, caz în care puterea este — R? 20. V55. 21. 2 hr. 22. V391 
|31. 23. Folosind teorema înălțimii într-un triunghi dr it T 
general, folosind puterea punctului într un cere tdk o o. BURAK 
: | iterea pune T- "e unde se poate duce o 'dă 
de u +v. 24. Considerind tri i i aia 
„24, side riunghiul de catete 3 şi 4, i 
dea e | ete 2 ; ipotenuza este 5 - 
pe VA e EA Ac OUL A tlf za este 5, pro 
se a ata pe i sint 16/5, 9/5, iar înălțimea 412/5 (vezi Probleme 
Bz ă 1). Considerăm àcum un triunghi 
1). ! Triunghi asemenea cu el, „raportul 
asemănare“ P ONSE SET AER Po 
i cana fiind 5 etc. 25. E mai mică cea dată. 26. Cea dată a a 
Ei K 3 A i : Ex leaga CACI ENY 
pu: latura mai mică a dreptunghiului. 27. 5 V10, 13 VTO, 15 V10, 9/10 
48,40; 48:40 = 8- 5 V10 - 45 V10 10 10 F 
a A 8 5 V10. 45 V10 + 43 10.910 sau 48-40 = (5 -15 -+ 
E f 9 Lh e. 28. „Dacă într-un triúnghi ABC, D este piciorul înălțimii 
€ ASi ADAS . £ i ] . 
sua Fi 1 : BD DC, atunci XA = 90%. Fals, deoarece D ar putea să 
si e p gi C. 29. Construim triunghiul B'A'C” cu A' = 90°, B'A' = BA 
, dj A l $ Š Şi Pi — == 
DA = CA. Ştim din clasa a 6-a că XA < XA’, dacă si nw i lacă 
i pi ; cA’, dacă și numai dacă BC < 
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7. pag. 648" 
1. sin œ< sin y. Considerăm un stert de cere unde AOB = x și AOC = y 
(O este centrul cercului (fig. S.1.44). Evident CC' > BB! (jumătate din coarda 


{ A ? B 3 IC’ z 
mai apropiată de centru) sin t = Pa SID y = =A (unde R este raza cercului). 
Li t > 
Fractiile au acelaşi numitor și este mai mare cea cu numărătorul mai mare. 
2. Raţionament similar cu cel precedent, se obţine cos z > cos y. 3. Sinusul 


creşte mai repede în zona valorilor mici. 4. 2 = 45°. 5. Din tabel bă < ¥ < 


Í G À 


RI 
| 


< 54; din tabel 33° < 90° — a < 34°. 6. Din figura $.1.15 rezultă pe lingă 
cele notate că inălțimea este a sin cos v, iar proiecţiile pe ipotenuză sint 
a- Sin? si a cOs2z. 


l 


a a v zi , h y h - ni 
7. Privind figura S.L.16, AB = —— AÇ =—-. BD =h:tgu, DC = 
A Sine cos T à 
=h. ctg æ, unde numim tangenta unghiului v (notat tg) raportul dintre cateta 
SED x S as = = SIO . f 
opusă lui și cealaltă catetă, și constatăm că tg 2 = „iar cotangenta unui 
COS v 


unghi (notată cu ctg 2) numim raportul dintre cateta alăturată şi cealaltă 


e pes "E COS 2 .. . . 
catetă: se verificà uşor că eter = . 8. Cu notaţiile din figura 


A le) 


D b+CCo5 x E 


siio Do=b cocos, AD =v sint, BD= 02 1 esine, AC = 


„= Vesin2z + (b+ e cos o). 
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9. 2R- sin —. 10. Baza este 2a - cos 2: înălțimea corespunzătoare bazei este 


ia 


a'sin v, fiecare din celelalte înălțimi este 2a sin g- cos T. 1]. sin 37 


(fig. S.1.19). 


Fig. 5.1.48 


a 
13. sin £ = 2 (fig. $.1.19) 14. sin iy n e og aa RET (condiţiile RA 


2 15 


+ r <d duc la existența tangentelor). 


15. cos a = (fig. 8.1.20). 


A IN 


(E D 2/5 C 


Fig. 5.1.20 Fig. 8.1.24 


16. BF = a: costs, AF = | (a: cos £- sin x)? -+ (a> cos? — a: costa)? = 
= a-sin V’ cos- a yi $- Sin27 * COR? T. 

8. pag. 52-53 

1. [—1,1] fiecare valoare o singură dată! 2. [0,1)] în afară de capete, fiecare 
valoare de două ori! 3. e = 440... = 112°, cos z = 1,6 imposibil; s = 23%... 
sin æ 2 —0.34 deocamdată este imposibil, sin æ = 2 imposibil. 4. Se foloseşte 
teorema lui Pitagora. 5. sin (90° + x) = cos v, cos(90° + x) = —sin x. 6. Nu, 
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ye 


BD — AD = 10cos25” + 7409 cos 115° = 10 - 0,9068 — 7 (Ba 


2 


I 
b) sin 75° e 


9 4 


9. m = | e = 46, m = V79. M, = 3 VT. 


a t 
10. Notînd cu A unghiul de 60°, AB = 8, AC = 11 obţinem din teorema. twi 
4V3 


11 Va 3 ZI size 
Hi. sin C = — B Şc se 
2V97 V97 

$ es i ae M LYS e e 
vor calcula din tabele. 11.8 y2 Cp JË =A EVI 


o jr 


Pitagora generalizată BC = V97; sin B= 


e aa [2 — 00! 2+2 Te ; 
sin 22°30 — ls 3 2230 = —; 12.46 sin 7 ’ 8 cos 


0,5483 Erie 4 : i T 

15. r = = w 0,604 (aproximativ prin lipsă). 
| -+ sin 28° ` 1,469 i - 

16, 529 — 252 sin 50° — 28 277 — 252 sin 50° 

| 9 


17. a) de = 89 + 80 cos40 = 89 + 80 sin 50°. pj = 
5 


sin 40 EEN” E ; i i 
= e (se exprimă z şi @ prin sinusurile lor). 
89 + 80 sin 50° CĂ 
19 VF s i s 
18. a) 12] 4, b) anghiul ascuțit dintre tangente are cosinusul cos 4 = 
5 l4 


5 
6 


7: 


19. a = ...; b) cos a = ~=. 20. Fig. S.1.22 


: — se aplică teorema iwi 
Pitagora generalizată unui triunghi cu laturile 13, 14, 6 și se obține că 
unghiul opus laturii de 43 este obtuz. Din lungimile proiecțiilor laturilor 
neparalele pe baze, apoi înălțimea Yrapezului. b) rezultă aplicind Pitagora 
datelor obţinute. 6) Cu ajutorul teoremei lui Pitagora generalizată, din acelaşi 
triunghi. d) din triunghiurile dreptunghice din care am calculat diagonalele 
se deduc şi unghiurile dintre diagonale şi baze ete. e) Utilizind suma unghiu- 
rilor într-un triunghi. 21. Diagonala nu poate forma un triunghi împreună cu 
laturile de 4 şi 6, deci ea formează un triunghi împreună cu baza de 16 şi 
latura de 6. Cum 12 < 16, latura de 6 nu poate forma unghi obtuz cu baza 
mare, Din teorema lui Pitagora generalizată, proiecția diagonalei de 12 pe 


baza mare este 11 — > 4, deci trapezul este ca în prima figură. Se continuă 
a g 

intr-un mod asemănător cu problema 20, 22. Sint două soluții după cum acele 

capete sint de părţi diferite sau de aceiaşi parte a dreptei: Vă? F (7 £ 5Y. 


124 j 


23. În AABD, ABCD se calculează (M și N fiind proiecţiile lui A, C pe 
BD) BM, BN şi apoi AM, CN (teorema lui Pitagora generalizată, apoi teo- 
rema lui Pitagora). Se aplică problema 22. 24. Se foloseşte problema rezolvată 
(3) în cele 4 triunghiuri formate din cite o diagonală şi cîte două laturi...; la 
sfirsit se foloseşte suma unghiurilor într-un triunghi. 25. După cum XP + 
+ 3X D este > , = sau < decit 180. 


9. pag. 58-59 


]. Cu notaţiile din ligura 5.1.23: 


tiu ; a A Ë cab bac 
2. Se aplică teorema bisectoarei şi apoi Stewart. Se obține: —— -+ TA 
; i be + e 


Se 
—u2a = a şi de aici se scoate ¿, bisectoarea unghiului A... 4-5. Enunțarea 
= 
reciprocei nu ridică dificultăți, demonstrarea ei se face prin reducerea la absurd 
6. Se aplică teorema lui Menelaos în ACCC, tinind seama că raportul seg- 
mentelor ra = 21, unde s-au folosit notaţiile din figura S.1.24. 
2 Ta 
7e Se dau trei cercuri exterioare două cite două C,,CaCa. Fie Mas intersecţia 
tangentelor comune interioare ale cercurilor C}, Ca, Ms la fel pentru Cu,Ca 
iar Map intersecţia tangentelor comune exterioare... Demonstraţi că Ms, 
Ms, Mas* sint coliniare. 8. Cu netaţiile din figura S$.1.25, adică ţinind cont de 
tangentele (segmente) dintr-un punct la care sînt congruente, aplicăm teorema 
lui Ceva. 9. Exact același enunţ, înlocuind „cercul înscris“ cu „un cerc 
“tangent celor trei laturi, nesituat în interiorul triunghiului“. 10. Două drepte 
perpendiculare pe segmentul de dreaptă care uneşte punctele, demonstrind 
că proiecția medianei triunghiului cu virf mobil pe latura fixată, rămine 
mereu aceiași... 11. Se aplică rezultatul de la problema precedentă și se obține 
o dreaptă perpendiculară pe linia centrelor (această dreaptă se numeşte axă 
radicală). 12. Axele radicale ale celor trei perechi de cercuri, ce se pot forma 
cu trei cercuri C4, Ca, Ca ce n-au centrele coliniare sînt concurente (sau coincid 
toate trei). Demonstrația pe baza problemei 11, la fel ca la concurența media- 
MB NC PA , MC MB , 
—— .—.—— =l (Ceva), —— = — ete. 
MC NA PB M'B MC 
14. BD? = MB? — MD?. Se scriu alte asemenea 5 relaţii; se înlocuiesc in 
relația de demonstrat şi se obține u identitate. Reciproca: dacă punctele 
D,E,F situate pe laturile BC,CA,AB ale unui triunghi satisfac din enunț, 
atunci perpendicularele ridicate în acele puncte pe laturile respectivesint 
concurente. Demonstraţie. Fie M intersecția celor din D,E gi F’ piciorul per- 


toarelor în triunghi. 13. Avem - 
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A FETE ta, Miaka 2 = 


pendicnlarei din M pe AB. Folosind şi teorema directă deducem că RA2— 
FB = F'A?—F' B? Să presupunem că ambii membri sînt pozitivi, deci 
că F, F' sint de aceiași parte a mijlocului X a lui AB ca şi B. Avem FA?— 
—F B? = (FX— XA)? — (FX—XBY} = 2FX - XA şi deci rezultă FX = FĂ; 
linind seama de poziție, F= F’. Dacă ați dat alt „final de soluție“ atenţie 
la situația în care nu ambele puncte F, F” sint între A şi B. 15. Folosiţi pre- 


blema 1: un cere cu centrul în mijlocul X al lui AB, san mulţimea formată 


numai din X. 


x 
16. XA = XZ XA? = XP, XP AY? = XZ 
( 2 — (XT + ASP 


17. (Figur 


0 soluţie dacă B > 90, b< a 
1 soluție dacă B >90, b >a 
0 solutie dacă B < 90, b < a-sin B 


L soluție dacă B < 90°, b= a- sin B 

2 soluții dacă B < 90°, arsin B <b <a: 

1 soluție dacă B < 90°, b >a 
c = a: cos B + \Vb?—a? sin?B unde semnul — apare numai dacà sint 2 soluții. 

] 
CAPITOLUL II 

10. pag. 63—64 
|. Semiprodusul eatetelor. 2. S = &?/2. 3. S = aè V34. 4. a) 8S = pa . 
b) Raportul produselor laturilor care formează unghiurile congruente. 5, S= 
= Vp(p app e), unde p = st sia. b, e laturile triunghiului. 
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6. Sac = SABE + BCE = (SADE -+ SeDE) + S BCE (se aplică de douâ ori 
proprietatea de aditivitate). î. Se prelungește A M pină taie BC în N. Avem 
Sano = Sany + Sanc = (Sapu-+ pun) + (Scun + Scua) Și apoi Suc = 
= Suna + Sunc (de trei ori aditivitatea). 8. Unul din triunghiuri are aceeași 
arie cu un altul care împreună cu al doilea triunghi din enunț completează 
paralelogramul. 8. Se ţine cont că mediana împarte un triunghi în alte două 


triunghiuri de aceeași arie. 10. Cu notaţiile din figura $.11.1 (i este bisectoarea 


e Îi 


Bia E 


lui A) expiimăm în două moduri raportul ariilor: 


s act de 

bi + sin — f 
Sag ah 2__. Prin simplificare obţinem relația cerută de 
SAC: yh aa sin — 


teorema bisectoarei. i 
FB Sare __AB- AP -sine _ AB AC: AD-sino AB? SACD _ Gl 


11. o Sar A0 AF say . AC AB-AD-siny  AC:SABD 


12. Reciproca teoremei lui Ceva, folosind 14. 13. Suma distanțelor este = = 


cit înălţimea triungiului echilateral (a este latura lui). 14. (Figura $.11.2) 


IE M C 
; Fig. SILZ -- . Fig. S.11.3 


S me A A 

SAOB _ SABM - (A AOB, AABM au aceeași înălțime ce pleacă din B, ete.) 

SBoc 4 SACM a 

Apor oase ee 
SAOM MC 


trei relații de tipul 


(au aceeaşi înălțime ce pleacă din A). Înmulţim cele 


SARM_ _ MB 


T Ś BOC MO 

15. Fie ABC, A'B'C şi D,D picioarele înălțimilor din AA”. Avem AABD ~ 
. AD : a 

=ANA'B'D', deci TD = AB = „BC. [hi SABO = TLOLO AD = e ] a 

4 A'D' A'B’ B'C SARC B'O’ e A'D’ B'C' 


între ele. 
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16. (Figura $.11.2) Sano = Save + Sero + Sag = dn AB 
4 2 P i 


k 4 > a 1 ; s 
R + F CA- R= E (AB + BC + CAR ete. 


= 
4 


a TER SE teorema lui Thales ete. 


18. Evident: + ah = A ah, 


19. Două paralele echidistante față de BE. 
11. pag. 66 


1. Y5 cai 3-4 dd. Sa nai nsi | 
V5 em 2, > dida. Sau se mai poate considera că este „ipseriptibil“ intr-un 


dreptunghi (fig. $.11.4) 


-A A 

a d, 
i | 
e sl 3 


PE 


2. Procedan tanti 
5. Procedeu identic cu cel de la romb: S = 5 hd 
Di D = fala. 


: În riem pa j i T- (i ra gram § nen 
< JUSO d hat ilate il mMtr-1 i i 
4 Scrie atrnle er t n Da lelog a ȘI obți e 9 


= A ddesi 
(fig. $.11.5) ga 


Fig. S.11.5 


e = BAG 9 . b e în] | e). 
£ 4 AU DAC S5Scün | un 

J. 1 ) Un A din de; ip eri este pea din l 
D ucem pr in A ŞI G par a lele la BD ȘI not am cu H 


pe distanța dintre ele § — 
E BC- h. b) Alte două de w 


compuneri le obţinem fie prelungind AD pină 
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taie CB în M, fie prelungind AD pină taie CB in N. Soriem: Sam + Supe = 
= Sasp + SBup T Snuc = Saep + SBC: ] 
7. Cu notaţiile din figura S,11.6 putem descompune patrulaterul EBCD ducind 


diagonala BD. Deci: ' | 


Fig. S.IL6 


D E 


“espa + Sagn = Seng + (Seso + Saen) = Sena t Saso q:e-d- 


8. Cu notațiile din figura S. 11.7 
B B 
A M i a A MAI 
Q N 
\ ; 
2 ARI 4 A a DE C | 


tig. S.1.1.7 Fig. SA1.8 


Sauno + Semno = Samni + Suno + Smos = Samon -F SmoB = SABGD 
9. Ducem o diagonală a lui MNPO de pildă MP şi se ajunge la problema 
precedentă (fig. S$.11.8). pe 

10. Lemă: Fie ABCDE un pentagon convex (fig. S. 11.9). Atunci oricum am 
duce o diagonală, „descompunem“ pentagonul într-un triunghi şi un patru- 
ater a căror sumă de arii este constantă. Această constantă se va numi aria 
pentagonului convex. Cu notaţiile din figură, după ce am dus o diagonală, 
de exemplu EC, să cercetăm Sepc -+ Sasco. a) Mai ducem o diagonală din- 
tr-una din extremităţile celei deja duse, de exemplu EB. 


B B 
A A 
D C 
A E A 
D D 


Avem Segno + Sagen = Sepe -+ Secs + SrBA = Sence +F Sane- În acest 
caz lema este demonstrată. b) Dacă ducem o diagonală care nu are ca extre- 
mități pe E sau C, de exemplu BD, avem: i 

Sapca + Scan = Sasme + Sesuo + Suco + Supe = SaBnE + 5800 qed. 


C Fig. SIL9 
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11. Nu putem determina aria; zonteaexemplu; un dreptunghi su ungimea 4 
și lăţimea b are aria ab. Un paralelogram cu o latură « şi alta b, dar cu un 
unghi între ele «, a # 90%, are ca arie d: b» sin « < 4: b. 12. Dacă se cunosc 
toate laturile: trebuie duse dintr-un virf sau două diagonale la pentagon 
(respectiv una la patrulater), sau să fie cunoscute două unghiuri consecutive 
la pentagon .și unul la patrulater... 13. Se aplică problema precedentă, 
14. Calculăm aria patrulaterului ABCD (fig. 5.11.10) și mai măsurăm unghiu- 
rile X FAD, X FDA. Avem deci prin diferență pină la 180 şi pe X APD și 
de aici: 

AD? sin FDA -sin FAD 


Sg > 2 sin AFD 


ak 
Fig. 38.11.10 Fig. SILA 


15. 4/5. 15. În figura S.II1.41 AEBD şi AEAC au aceeași arie, de asemenea 
şi AABD şi AABC, sau AAMD şi ABMC. Demonstrația este imediată 
[op ae Zah (k? — 4), Sane = 2 ah, Surac = 4 akh, Sanc = ahlk = 1) şi ra- 
oartele ultimelor trei arii cu aria trapezului vor fi: 1/(42— 1), k|(k? — 1), 
1J( +1). Rămine de exprimat în funcție de a, k, h ariile AAMB, ACMD 
care se obțin din asemănarea lor cunvscind suma înălțimilor lor. i 
17. Ducem dintr-un virf, de pildă B, paralela BE la diagonala: ce nu trece 
prin el (AC) (fig. $.11.12). Sarp = Sason. 
18. Cu notaţiile din figura S$.11.12 (WM mijlocul lui AB, N al lui DC) Sau = 
— Spun. Dacă şi San = Snc cum rezultă din ipoteză, atunci perpendicula- 
vele h = h, şi problema este rezolvată. 


Fig. 8.1112 Fig. 8.1113 
12 pag. 75 


a a T . . . . 
|. s=, s= pA (e — 1) (am raţionalizat numitorul amplifi- 


Si 5 2 4 ue „a entre | 
cind fracția cu V2 —1) 3. an = yr — = S (VZR =£) 4. l = 
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=R ya = V2. 5. Poligon regulat cu 12 laturi (laturi congruente). 6. Facem 
tabelul din care rezultă două tipuri de heptagoane stelate: 


7 


8 


7/3 


heptagon heptagon heptagon 
convex stelat stelat 


TE E 


7L 
ste- | ste- |ste- 
lat lat | lat 


8. 159. 9. NU! contraexemplu: rombul diferit de pătrat. 10. NU! Contra- 
exemplu: dreptunghiul. Se ajunge la întrebarea firească: oare pentru orice 
n > & se poate construi un contraexemplu? Încercaţi! Pentru a doua între- 
bare puteţi duce o paralelă... 11. N-are importanţă dacă octogonul este regulat, 
sau nu. 12... Triunghiurile fiind congruente avind laturile respectiv congru- 
ente, sint congruente şi înălțimile... 
13 pag. 82 
1, Rbr — 3/3) 
: 12 

27 y3 
6 2| — — J15 
a, =E) 
3. Se află aria „intregii“ figuri, adică se adună aria triunghiului cu aria semi- 
cercurilor desenate pe catete. Din această sumă se scade aria semicercului 
desenat pe ipotenuză. 
4. Unghiurile de lingă latura de 15 sint ascuțite (fig. S.I1.45). Aria căutată 
este suma ariilor celor două sectoare din care se scade dublul ariei triunghiu- 


Fig. S.11.14 Fig. $.11.15 


a 


lui. Vezi problema rezolvată 3, în legătură cu determinarea elementelor 
netesare 

5, Figura S.IL.14 şi aria căutată este aria sectorului din cercul mic plus dublul 
dată, triunghiului minus aria sectorului din cercul mare, 6. Aria trapezului 
minus suma ariilor celor 2 sectoare. (fig, 9.1116). 


me 


Fig. S.11.46 Fig. BALA7 


8..Ìn figura S.11.47 X0 = 60, TS = SP = 6 V3, arc TMP = 48r. 
Conturul are 48 m +12 V3. 
9. Fig. S.IT.18 


Fig- S:11.18 


t0. Lo = 7R; Sa =. 


11. Din aria unui triunghi echilateral de latură 4 scădem aria unui semicerc 


de rază 2; obţinem S = 2(2 V3 — 7). 
12, 36 — 97 (procedăm asemănător cu 11), 


CAPITOLUL 1 


14. Pag. 56 
E Pe A e T A SD k lcd 
L. AB + BC--CA =0, CDI DA + AC —0 adunăm și folosim CA - 
= 
ACN 
2, AM M= MB. 


3. Fie M mijlocul; AC = — CA Tiy T ME = = . MB +DM = —BD. 
— = —> — —> —> 
| 4. AB + BC CA —=0, BC + GD + DB = 0 deci CA.= DB ete 
| 132 
: 
A 


a — 
. Avem (probl. 2) 10) = - 08, Bo = 0t. Deci o= = AB + BC = Ti + 


= 


si Of =+- BO oe ARO E 2B0' = 200 
3 = a 
(A AB == AD + DB: = AD — CD, Be = —DB — CD 


Inlocuim gi obtinem, după desfacerea parantezelor, O în stinga. 


E Eee -> —> — — 
« Aple de ex. 6: MA NB IN BA +- AN BM =ô 


înlocuiesc AÑ cu — NA ȘI, SI OR urinare a proporţiei dedne 
er, 
DIN BÅ =0 ete, 


15 pag. 89 


1. Dacă unul este alungit aşa este şi celălalt. Dacă fie M punctul de întil- 
nire a lui O'y’ cu Oz de exemplu Xr'O'y’ şi X Mu rezultă corespondente 
(sau identice) analog X eMy și Xz0y. 

2. Unul din ele şi opusul la virf al celuilalt satisfac ipoteza problemei 4. 
3. Unul din ele şi cel obtinut din celălalt înlocuind una din laturi cu „prelun- 
girea“ ei sint în ipoteza problemei 1. 

4. Fie M, N A putoti în care paralela taie AB, AC (fig. S-II. 1). 


AM AN MN 
Vom avea — = — = — 


A 18 A PTA BC (44 


Fig. 8.1.2 Fig. SINA 
, —> —> -> UN AM —> — 
4D | BD y= MN = MN ANN; —— = =; (probl. 4); N'N = AB; 
om AC 


CD = = CD -+ DD = a CI D — AB ag înlocuiesc una cu alta şi rezultă (evident, 
-> — 
în expresie apar şi AB, CD, AC drept constante). 
6. Fie D mijlocul lui AB, D' piciorul perpendicularei din D pe d. 
A 


s Er EV, žeî 
Avem, făcînd x = AC în problema 5: DD = 3 (4 AA’ + BP) iar făcînd 
48. 21) s TE 
T= ZI în problema 5: GG ERTA înlocuim ete. 


16. pag. 91-92 
1. a, b şi nu c (fig. S.111.3) 


B 
denh p ABIICD Fig. S.III.8 
DD 


a, c şi nu b (fig. S II1.4) 


B ' 
7 E RE Fig. SILA 


b, e şi nu a absurd j 
—> = = a 
2. Luăm CD echivalent cu BA (fig. S 111.5). Este tot una cu a lua AD echi- 


— 
valent cu BC. 


D C 
A B Aa a. 


Fig. S.II1.5 Fig. S.IIL6 


De e 


TET Dă i pp 
3. Conform “problemei rezolvate obţinem AA’ echivalent cu BB’ şi BB 
PE i 
echivalent, cu CE , deci AA echivalent cu CC şi (iar problema rezolvată) 


—_ — 
AC echivalent cu A'C”. 
4. Figura S.II.6 

: —> => > , > 
Ab şi DC; ZE, EB, DF şi Fe, AD. EF şi BG: AF și EC; BF şi ED precum 
şi cele obţinute prin „permutarea capetelor în fiecare segment orientat + 
5. Figura S.III.7 


C 


Fig. S.III.? “Fig. S.II1.8 


6 moduri: iau CM, = DC, CM; BC; CM} = 2 CM AM AD, AM;= 


= AB, AM; = 3 AM; şi avem AC echivalent cu BM, EM, DM, MB, 
— — a 
MD, MF. 

—> 


- — — 
6. OA echivalent cu BD echivalent cu CE. D este simetricul lui C faţă de O, 
iar E al lui B. 


R N Fig. S.11i.9 
8 MC 


7. AP, PB, NM şi altë 2 triplete. 


17 pag. 96 


Fig. $.[11.10 a 


(AB, AC) +Æ(BC, BA) + (CA, CB) = 180°. 
În al doilea caz se obţine —180* care este considerat tot una cu 180°. 


2; A is B C Tig smm1ob 
—i —_—_— 


(AB, AC) = 0°, (BC, BA) =180; Æ (CA, CB) = 0° ete, 


A B 


Fig. S.III.14 a : Fig. S.II1.44 b 
45%, —909, —45?, —90* 
—120°, —90°, 30°, —90* 
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RIP 00 NR Ra E < Pi 


5. Dacă înlocuim a cu a” (fig. S.1i1.12) obţinem: 
(a, b') = ela”, a) + la, d!) = 180 +- ela”, b). 
b 
a 


(a) Fig. 9.111.412 


O 


Deci o astfel de înlocuire duce de la valoarea z la x + 180°. O nouă înlocuire 
va duce la a +-180 = x, ete. i 

Deci Mona valori z; a + 180°. Dublul lui dă valorile 27, 2% -- 360”, deci una 
singură | 

6. Geometrie două: bisectoarea lh k) și „prelungirea“ ei. Se poate şi prin 
caleul (h, k) =Æ(h, b) -- tb, k) deci 2>(h, b) = Æ(h, k), dar putem adăuga 
un multiplu la 360” deci Ze(/ b) = SI Æ(h, k) + 180 n. Se obţin 2 valori dis- 


tinete = Æ(b, h) şi E (ha d) + 180. 
1. Vezi problema 1 5 
(AD, AB) + (DB, DA) +- (BA, BD) = 180°. 
eICB, CD) + (BD, BC) + (DC, DB) = 180%. 
Adun și țin seama de Æ(BA, BD) +(BD, BC) = (BA, BC) 
(DC, DB) + (DB, DA) = (DC, DA). 


(Gs 
Suma este —360° N Fig. S.111.43 
B 
A 


Suma este -+ 360° 


€ 


B Suma este 360° (şi încă un caz 


Fig. Ș.111.14 á 
q în care este — 360°) 


Fig. S.11J.15 Suma este 0° 
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TENSE DAVY ORAI 


18 pag. 99 


1. U(4) u(B)= AB ete. 

2, Rezultă, dacă de ex., B este între A și C, că U(4) U(0) = U(A4)u(8) + 
+ U(B) U(0), deci U(A), U(B), U(C) nu pot torma un triunghi. 

3. Cazul 3. 

4. Vezi raţionamentul de la probl. 2. 

5. Cel mai simplu este: în figura imagine diagonalele se taie în părţi congru- 
ente. (Considerăm imaginea punctului de intersecţie a diagonalelor patrula- 


terului iniţial, aplicăm probleraa 4). O adaptare a raționamentului de la 


problema 2 arată că 3 puncte necoliniare merg în 3 puncte necoliniare. 
6. Imaginea este paralelogram şi folosim şi problema 3. 

7: Problema 2 ne spune că imaginea este formată din puncte coliniare. Fie 
A, B două punete pe dreapta inițială, X un punct pe dreapta U(4) U(B). 
Dacă semidreptele U (A)X, U(4) U(B) coincid, fie Y pe semidreapta AB 
aşa încît Y = U(A)Ă; vom avea U(Y) = X (probl. 2, 4). În caz contrar 
aleg Y pe prelungirea semidreptei AB. 

8. Cazul 3 de congruenţă. 


10 pag. 101 

1. Translaţia 7, fiind isometrie, duce un cere dat (de centrul O și raza R) într-o 

parte a cercului de centru 7(0) şi raza R. Fie X un punot pe acest ultim cerc 
— —— — > 

şi fie Y astfel ca XY echivalent cu 7(0)0. Rezultă T(0)X echivalent cu OY 

(problema rezolvată pag 91. deci OY are lungimea R, Y este pe primul cerc, iar 


—> 

T(Y) == X deoarece YX rezultă echivalent cu 07(0) deci cu vectorul trans- 
laţiei T. 
2. Dacă O și O’ sînt; centrele, consider Too. 

— — —> —— 
3. AT(A) este echivalent cu BT(B) deci T(A) T(B) este echivalent cu AB 
(problema rezolvată pag 91. deci s-a văzut (probl. 7, set 18 pag. 99) că o 
isometrie duce o dreaptă AB în dreapta T(A) T(B) ete. 
4. Fie AB o dreaptă. Pentru a fi transformată în ea însăși de T, (ştim că 
este dusă în una paralelă cu ea sau în ea însăși) trebuie ca punctul C = TA), 


— 
definit de „AC echivalent cu v“ să se afle pe AB, etc. 5. Fie AB segmentul 
ceea se 
dat. MN congruent şi paralel cu AB este tot una cu MN este echivalent 


cu AB sau cu BA, deci cu: N este fie transformat din M prin translația T35, 


———_ 


Fig. S.I11.46 
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cm MT 


e ti De tii ad 


fie prin 754. Deci se alege N la una din intersecțiile cercului al doilea cu trans- 
formatele primului cerc prin cele două translaţii. Pot fi 0, 1, 2, 3, 4 S6luţii 
6. La fel 0, 1, 2, 3, sau 4 soluţii. ; 
7. be:ăm notat M’ ete: 


EW' = CP' = CN. 


Aa MoB 
Q NIM) 
Fig. S.IH.47 
EN 
D PQ) | 
P 


8. DD' = OD, 73 = Tg deci soluție asemănătoare cu primul caz. 


N 
7 N 


Tae 
N E BP EI TE 
CIBIN Lie ue 
N 


Fig. S.L11.18a 


= =c — k 
9. S-a văzut. că din A T(4) echivalent cu BT(B) rezultă AB echivalent cu 


T(A)T(B) etc. 10. Vezi problema 9. 11. Vezi problema 8 și problema 2, set 
15, pag. 89. 12. Nu, deoarece dacă 7 este translația 7,și A este un virf al 
poligonului şi B, = T,(4), atunci poligonul va trebui să conțină ca virfuri 

5 — —> — 
A, Bi Ba... coliniare şi cu AB, = BB; = BaB; = 
distincte 


rave rezultă toate 


Ai Bp mB Fig. S-II: 49 


13. O dreaptă (vezi probl. 4), două drepte paralele, intersecția a 2 semiplane 


determinată de 2 drepte paralele. 
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14. Fie T acea transformare, A un punct îix, X unul variabil. B = TA). 
Dacă Y = T(X) atunei A X echivalent cu BY desi (probleraa rezolvată la pag. 91 
— — t ga 

XY echivalent cu AB, adică Y = Tī} (X). 


20 pag. 103 


. 1. Rotaţie aplicată centrului O îl duce în 0' (0' = Rau (0)). Fie M' = Raal M): 


Rotatia fiind o isometrie, 0'M' = OM dar 0O' estă fix deci M' deserie in cere 
de aceeași rază cu a primului. Dacă punctele C = O (coincide C cu 0) atunci 
cercul se va transforma în el însuşi. 2. Centrul C al rotației se va găsi pe medi- 
atoarea lui OO’ (linia centrelor) și unghiul XXOCO' poate fi construit cit vrem 
de mare. 


Fig. S-i11.21 


3. Rotaţia este o isometrie considerăm M’ = Re, (M), N = Roa u (N) Și 
P' = Rosu (P) imaginile prin rotaţie a punctelor coliniare M, N, P. (N între 
M şi P). Dacă M', N, P' nuw sint coliniare rezultă M'N’ + N'P' > MEP. 
Dar MN + NP = MP dar M'N' = MN, N'P' = NP, MP = M'P', con- 
tradicție! 

4. Pe semidreapta OX luăm punctele Aşi B (A între O şi B). Deci 04. + 
+ AB = 0B. Ele au imaginile respectiv A’; B’ iat O' îi corespunde lui 0. 
Dacă A” şi B' nu se găsesc de aceeași parte a lui O' rezultă că A'B' +-OA > 
>0'B' dar A'B'= AB, O'A4'=0A, 0O'B'==0B. De aici contradicția. 5. 
Considerăm problema rezolvată în cazul în care d ||d'. Dacă rotim A cu 60 
în jurul lui O, ajungem în B. Deci soluţia revine la a roti pe d cu 60° în jurul 
lui O şi acolo unde „rotita“ lui d taie dreapta d’ avem punctul B. O soluție 
diferită se poate da și prin asemănare considerind că toate triunghiurile 


echilaterale sint asemenea şi împărțind latura O'A’ a unui „model“ echila-. 
OC ga: i sana f 
teral O'A’ B’ cu punctul C’ într-un raport egal aT Găsim apoi prin Thalës. 


a patra proporţională, segmentul 0'D', putem construi apoi pe „model“ 


Fig. S:111.22 
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na, MA e za 


unghiul A'0'D' gi problema este rezolvati. Dacă d gi d' nu sint paralele 
procedăm totuşi ca în prima soluţie. í 
Avem o infinitate de soluții dacâ d = Boo: (d') adică d! este chiar „rotita“ 
eu 60° a dreptei d). ; 
6. Rotim primul cerc O cu 90° în jurul punctului fix Č si intersectäm cn cercul 
O’. Potti 0,1,2,3,4 solutii. 7. Cele de 120° cu centrul C în cenbrul cercului circum- 
seris triunghiului echilateral dat. Ș. 9. Soluţii asemănătoare cu 7. 10, Dacă 
„0 esto „centrul hex: sonului“ regulat, Ro, +1207 Sint rotaţiile care rezolvă pro- 
blema în afară de rotația de „argument“ O. 


1. Sohaţiile sint pătratele punctate: 


= 
(i) 
== 


lv] 
A 


Fig. S. 111.24 


13. a) Cu notaţiile din figură 


Fig. Ș.111.25 


a. 


PROBLEME RECAPITULATIVE 


1. Fie G centrul de greutate al triunghiului. Pentru că medianele se intersec- 
tează la două treimi de vint şi o treime de „bază“, rezultă BG = 3, GC = her. 
Folosiţi reciproca teoremei lui Pitagora, A BGC = 90, si teorema lui Pita- 
gora şi AC = VTI, AB = V3. 

2, Folosim faptul că tangentele duse dintr-un punct la un cere sint congruente, 
aici BC = AD = 5. Apoi, fie prin teorema lui Pitagora atlind înălțimea, tie 
prin teorema înălțimii atlind raza cercului înscris, obținem r = 2. 

3. a) Triunghiurile au unghiuri congruente. i 

b) În AOCA, X OAC = XCOA = 30°, deci CA = OC. Dar şi ACAB este 
isoscel deci CA = AB. 

4. Pentru a, b. se foloseşte problema precedentă; c) Prin asemănarea triun- 
ghiurilor ACB şi OAB; d) Se efectuează înmulțirea în membrul drept. Din 


Lai n . P . - . . 
c) și d) rezultă că produsul este 0 cind unul din factori este 0, deci numai 


E fi 
i A ate | 
5. Aplicînd teorema lui Pitagora, se ajunge la ecuatia 64 — 16 z -+ x? + 16 = 
= x, deci z = 5. 
6. Din asemănare rezultă că R — RR, și de aici obținem relați: imediată 


(În fond, se poate exprima și tg Ö,V 7” în trei moduri). 

7. Patrulaterul OM PN este dreptunghi, deci MN = OP, 

8. Triunghiul APM este dreptunghi și are uu unghi de 50°. Deci AMPA = 
=. 40°. Punctul P vede segmentul tie sub un unghi de 40° cind M,N sint semi- 
cercuri diferite determinate de AB, tie de 140° cind sint pe acelaşi semicerc. 
Deci P descrie un cerc. í 

9. a) OE = OD (mediane in triunghiuri dreptunghice cu aceeași ipotenuză). 
şi X EOD este unghi la centru care subintinde acelaşi are cu unghiul înscris 
X EBD = 30°. (Patrulaterul BEDC este imseriptibil); b) OE este minim cind 
BC este minim, deci cind este perpendicular pe AB- BC în acest caz este 
2/35 0E =3. ; 

10. Considerăm „jumătate“ din dreptunghi determinat de o diagonală. Tri- 
unghiul dreptunghic astfel lormat are inălţimea corespunzătoare ipotenuzei, 
maximă atunci. cînd aceasta este egală cu raza. Deci dreptunghiul căutat 
este pătratul și aria sa va Îi 2. 


1i. o. 12. Din asemănarea triunghiului TWA cu AA MO (tig. S-R.1) și aplicind 


puterea punctului M față de cerc, se obține relația cerută. 
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13. Se compară triunghiurile BDA și BCD. Cercul circumscris AA BC este 
tangent la dreapta BD. Se foloseşte puterea punctului. 


Fig.S.R.4 
14. z= E e _h_ 15. Triunghiul AEAC= A ABG. De asemenea 
„he ; 
A AEH = AAGI eto. 16. S= R20/3— 1) 17. S = 256. 18 nm 
As 90. TTET, „Ps, ACTED 21. s= = 
4 -8 83- 3 5 
= 1,2. 22. MN = a3 . 23. Centrul de simetrie este intersecția celor două 


axe. Nu, contraexemple: paralelogramul! 24. Se aplică reciproca teoremei lui 


RV3 de ae T i 
Pitagora. Raza căutată este ey unde R este raza cercului inițial~25. 1) Se 


arată că XAMN +XMND = 180°; 2) Un segment de dreaptă paralel cu 
AB şi de două ori mai mic (se completează, prelungind AC şi BD, un parale- 
logram); 3) Mediatoarele din enunţ sint și bisectoarele unghiurilor B şi A. 
În fond, chiar mediatoarele din enunţ sint „fixe“; 4) CD = V3a2 + a? — az, 
26. a) Ortocentrul descrie un arc capabil de suplementul unghiului A, 
deci simetric cu „celălalt“ arc. b) Se determină poziția acelui virf : Acest viri 
impreună cu un capăt al înălțimii şi cu simetricul ortocentrului față de celălalt, 
capăt determină cercul circumscris triunghiului ete. 27. Consider problema 
rezolvată, prelungim CC” pină taie A'B' in Cı, ducem din B paralela BE 
la CC (E E A'B’) şi constatăm că A'B' este împărțit de E şi C, În trei părți 
congruente. Analog, procedăm pe celelalte două laturi A'C” și C'B - 28. 5 = 


TON d : l í a 
= 2(a + b) Vab. 29. Se aplică teorema lui Thales de 4 ori, l = 30. Se 


ET 


aplică teorema bisectoarei şi faptul că bisectoarea unghiului A trece prin mij- 
locul arcului BC. 31. TS = 6. 32. a) AAOB ~ AAO'C, unghiwile din D 


fiind suplimentare, triunghiurile fiind isoscele şi subintinzind unghiuri la cen- 


REOR anaur aaa aA =) _ey5 
tru de măsuri egale. b) D să fie piciorul înălțimii. 33. zl” (4—13) i 


„383 az be 2 bc: 
: i= s M PSR A mo 
atat ME E E ETETA T Dal 


36. Dacă AB n-ar fi paralel cu CD, şi dacă s-ar intilni în partea stingă a 
figurii 11.59, atunci înălțimea din D AAMD ar fi mai mică decit inălțimea 
din Q a A BANO şi de asemenea înălțimea din M a A MDP ar Îi mai mică 
decit înălțimea din B a A BCQ; deci, ar rezulta aria AMPD < aria BNQC. 
37. 8 cm. 
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SNAAR 
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SRR 


Eanan 
AINS 
Ace si 


ERN 
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CUPRINS 


PUG Are evadeze cane re: areale due esoeaa ai anale aa ua 
CAPITOLUL I 

Relaţii metrice 

Introducere 
Teorema lui Thales ......... Zeta lo Jena RA a Daia Iara raze once a Rs Ta vali A 
Teorema lui Thales în cazul rapoartelor reale oarecare.............. 
Teorema fundamentală a asemănării erusiia kisasi ee ara eseina é 


Triunghiuri asemenea. Cazurile de asemanare. ........ serere e sses 
Pufierea- unul pune tată de: up cena. „seca siae e eee ore soi nio 


Relații metrice în triunghi dreptunghic... ceea e Oa 


CAERA 


A DRXS Ul pioco SI DUS Unui UNCON hes generes to o e a e) lea T E E 
DEE OAR TEU NE E E ea A a aa o ml e E EE EE oi EA 
Bezotvarca UPU ADI O EROCADEE uesneas eses sinan i iedere shui a orele 
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13. Se compară triunghiurile BDA și BCD. Cercul circumscris AA BC este 
tangent la dreapta BD. Se folosește puterea punctului. 


he _ 15. Triunghiul AEAC = A ABG. De asemenea 
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A AEH = NAGJ etc.. 16. S= R22 — 1). 17. S= 256. 18. s= i 
19 S=%. 20 SR La „=, AATED 21 A T 
i Că 4 . . p -3 » 3 , 3 , S g 
= 1,2. 22. MN = ale. 23. Centrul de simetrie este intersecţia celor două 


axe. Nu, contraexemple: paralelogramul! 24. Se aplică reciproca teoremei lui 

[3 E Pe i a 
Pitagora. Raza căutată este I unde R este raza cercului inițial~25. 1) Se 
arată că XAMN + X MND = 180°; 2) Un segment de dreaptă paralel cu 
AB şi de două ori mai mic (se completează, prelungind AC și BD, un parale- 
logram); 3) Mediatoarele din enunţ sînt şi bisectoarele unghiurilor B şi A. 
În fond, chiar mediatoarele din enunţ sint „lixe“; 4) CD = V32? + a” — Sad. 
26. a) Ortocentrul descrie un arc capabil de suplementul unghiului A, 
deci simetric cu „celălalt“ are, b) Se determină poziţia acelui virf . Acest virf 
impreună cu un capăt al inălțimii şi cu simetricul ortocentrului faţă de celălalt 
capăt determină cercul circumscris triunghiului ete. 27. Consider problema 
rezolvată, prelungim CC' pină taie A'B' în Cı, ducem din B paralela BE 
la CC' (E € A'B’) şi constatăm că A'B' este împărţit de Æ şi C, în trei părți 
congruente. Analog, procedăm pe celelalte două laturi A'C” şi C'B'. 28.5 = 
id a ; i PA 
= 2(a + b) Vab. 29. Se aplică teorema lui Thales de 4 ori, / = 30. Se 


aplică teorema bisectoarei și faptul că bisectoarea unghiului A trece prin mij- 

lacul. arcului BC. 31. 79- = V8. 32. a) A4OB-— AAOC, unghiurile din D 

fiind suplimentare, triunghiurile fiind isoscele şi subintinzind unghiuri la cen- 
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tru de măsuri egale. b) D să lie piciorul înălțimii. 33. zl? (1 — /3) = 
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s EaR = be 2 be? 
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36. Dacă AB n-ar fi paralel cu CD, şi dacă s-ar întilni în partea stingă a 
figurii 11.59, atunci înălțimea din D AA MD ar fi mai mică decit inălțpimea 
din Q a A BNQ și de asemenea înălțimea din W a A MDP ar fi mai mică 
decit inălļimea din B a A BCQ; deci, ar rezulta a 
37. 8 cm. 


via AMPD < aria BNQC. 
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